Mathematik 2 fiir Bauingenieure

Priifung am 6.3.2020
Reinhard Winkler

Name (bitte ausfiillen):

Matrikelnummer (bitte ausfiillen):

Die miindlichen Priifungen werden méglichst im Laufe der kommenden Woche, d.h. in der Zeit
vom 9. bis 13.3. stattfinden. Bitte geben Sie an, welche Tage und Zeiten UNGUNSTIG fiir Sie

sind.

(Je weniger ungiinstige Zeiten Sie angeben, desto leichter ist Thr Wunsch zu erfiillen.) Ich

werde niich bemiihen, bei der Einteilung auf Ihre Wiinsche Riicksicht zu nehmen. Die Einteilung
wird Ihnen moglichst noch heute, spitestens aber zwei Tage vor der miindlichen Priifung per
TISS-Nachricht bekannt gegeben.

UNGUNSTIG sind fiir mich:

Wichtige Hinweise bevor Sie beginnen:

Die Priifung besteht aus vier Aufgaben 1, 2, 3, 4, untergliedert in jeweils vier Teilaufgaben
A, B, C, D. Zu jeder Teilaufgabe wird maximal ein Punkt vergeben. Ab 8 von 16 moglichen
Punkten diirfen Sie jedenfalls zur miindlichen Priifung antreten.

Die Arbeitszeit betragt 90 Minuten.

Wenn in der Angabe nicht ausdriicklich anders vermerkt, wird zu jeder Teilaufgabe der
Punkt (oder Teile eines Punktes) ausschlieflich fiir das vergeben, was Sie unmittelbar neben
bzw. unterhalb der Angabe dieser Teilaufgabe niedergeschrieben haben (und nicht unterhalb
der horizontalen Trennlinie zur néchsten Teilaufgabe). Drei Punkte . .. symbolisieren, dass
Sie Thre Eintragung an dieser Stelle machen bzw. beginnen, ein kleiner Kreis o, dass Sie
Zutreffendes ankreuzen sollen.

In den meisten Fillen sollte der jeweils vorgesehene Platz fiir die gesamte Losung der Aufgabe
inklusive Nebenrechnungen ausreichen. Es lohnt daher, wenn Sie sich, bevor Sie mit dem
Schreiben beginnen, vergewissern, dass Sie Thre Antwort entsprechend kurz fassen kénnen.
Sollten Sie lingere Nebenrechnungen oder sonstige schriftliche Uberlegungen durchfiihren
wollen, stehen Thnen dafiir die beiden letzten Blétter dieses Heftes zur Verfiigung. Was immer
Sie auf den letzten beiden Bléttern notieren, wird bei der Punkteauswertung ignoriert.

Wenn Sie sich noch vor Ausfiihrung der Details einen Uberblick dariiber verschaflen, was
in den einzelnen Aufgaben und ihren Teilen zu tun ist, kann das hilfreich fiir eine kluge
Zeiteinteilung sein.

Nur vom Priifer auszufiillen:

Punkte fiir Aufgabe 1: Aufgabe 2: Aufgabe 3: Aufgabe 4: Summe:

Protokoll zur miindlichen Priifung, sonstige Bemerkungen:

Gesamtnote:



Aufgabe 1: Bekanntlich nennt man eine Zahl A Eigenwert einer n x n-Matrix A, wenn es
einen Vektor x # o gibt mit Ax = Ax. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Matrix A — AJ
(I bezeichnet die n x n-Einheitsmatrix) singular ist, wenn also A eine Nullstelle der durch pa =
det(A — AI) definierten Funktion p4 (charakteristisches Polynom von A) ist.

AuBerdem spielen in dieser Aufgabe die algebraische Vielfachheit a = a(4, A) und die geome-
trische Vielfachheit g = g(A, A) einer Zahl X als Eigenwert einer Matrix A eine wichtige Rolle. Ist
X kein Eigenwert von A, so setzen wir a(4, A) = g(A4, ) = 0. All diese Notationen seien fiir diese
Aufgabe festgehalten.

Teilaufgabe A: Definieren Sie die Zahlen a = a(A,\) und g = g(A, \) fiir vorgegebenes A
und A.
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Teilaufgabe B: Fiir ¢ und g aus Teilaufgabe A gilt stets a,g < n. Kennt man nur diese
Einschrénkung, so kimen fiir n = 2 a priori 9 verschiedene Moglichkeiten in Frage. Geben Sie an,
welche davon tatsichlich auftreten kénnen, wenn man sich auf den reellen Fall beschrankt. Tun
Sie dies, indem Sie ankreuzen, sofern die nachfolgende Aussage zutrifft, wenn man fiir @« und g
entsprechend einsetzt. Trifft diese Aussage nicht zu, so streichen Sie die entsprechenden Werte.

Die Aussage ,Es gibt eine reelle 2 x 2-Matrix und eine reelle Zahl A mit ¢ = a(A4,A) = ... und
g=g(A, ) =...“trifft zu fir:
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Unterscheiden Sie jene A mit a(A4, ), g(A, A) > 0, die also Eigenwerte sind, von denlﬁbrigen.)
det (A-DT) = dot f}f‘ D)= =N S ald)=2
rg (A-4T)=ag(35)-1 = g(4,M)21

Vasd = a(dX)= 4{A))-0.

Teilaufgabe D: Geben Sie eine 2 x 2-Matrix A an mit a(4,A) = g(A, ) =0 fiir alle A € R.
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Teilaufgabe C: Bestimmen Sie a(A, A) und g(A, M) fiir die Matrix A = < . (Hinweis:




Aufgabe 2: Gegeben ist die Funktion

o () G-

in zwei Variablen. In dieser Aufgabe geht es zunéichst um die Ableitung Jro R? — R? an einer

2 . . . .
Stelle xg = (yo € R? sowie um damit zusammenhéngende Fragen. In Teilaufgabe D werden
Yo

auch Nullstellensuche und Newtonverfahren zur Sprache kommen.

Teilaufgabe A: Sei xg = ::.';,) € R? Dann ist die Ableitung f; :R? — R? von f an dieser

Yo
Stelle xo eine lineare Funktion, hat daher eine Darstellung als 2 x 2-Matrix A = Aj . Berechnen
Sie diese Matrix. (Die Eintragungen héngen natiirlich von zo und yo ab.)
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Teilaufgabe B: Berechnen Sie die Determinante det Ay, . Gibt es Punkte X, fiir die diese
Determinante = 0 ist? Wenn ja, fiir welche?

Die gesuchte Determinante hat fiir gegebenes xg € R? den Wert

2y 2 )
det Ay y, = 4 (IJ #%ﬁ Diese Determinante

o ist fiir alle x¢ € R? von 0 verschieden. X ist 0, sofern fiir xg = (Z(J) gilt: Xa® %o =0
0

Teilaufgabe C: An der Stelle x5 = (zo> = (1) ist det Asx, # 0. Deshally gibt es eine
0

Inverse z‘l;:‘ Berechnen Sie diese I\[ai,li\c A" (Hinweis: 4;,‘" beschreibt, eine DIL]IHL[‘(‘(kllII[,}
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Teilaufgabe D: Das Newtonverfahren dient bei der Suche nach Nullstellen einer Funktion
S R™ 2 D — R™. Man wéhlt einen geeigneten Startwert xq und berechnet rekursiv x,,,; als
Nullstelle der linearen Approximation von f an der Stelle x,,. Bei der entsprechenden Rechnung
isl u.a. ein lineares Gleichungssystem zu l6sen, was der Anwendung der Inversen der Ableitung
Jx, entspricht. Hat f eine Nullstelle in einem Punkt x € R™, so ist unter geeigneten Vorausset-
zungen V1 und V2 an f und x gesichert, dass es eine Umgebung U von x gibt derart, dass fiir
alle Startwerte xg € U die Iterationsfolge gegen x konvergiert. Geben Sie erstens diese beiden
Voraussetzungen V1 und V2 an und zweitens fiir das oben angegebene f eine Nullstelle x € R?,
[tir welche so ein U existiert.
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Die gesuchte Nullstelle ist x :=

)



Aufgabe 3: In dieser Aufgabe geht es u.a. um das (1-dimensionale) Integral I; := f_r‘x’w e~ dz.
Bemerkenswerterweise fithrt folgender Weg zum Ziel: Man berechnet zunéchst das (nur scheinbar

schwierigere) 2-dimensionale Integral Iy := f]Rz! e~ @+ gy dy und fiihrt dann Iy auf Iy zuriick.
Das Ergebnis ist u.a. niitzlich in Hinblick auf die Normalverteilung.

Teilaufgabe A: Das Integral I» lisst sich mit Hilfe einer geeigneten 2- dimensionalen Varia-
blensubstitution auf das eindimensionale Integral I = fo re™" dr mit Iy = 2m1] zuriickfiithren.
Geben Sie so eine Variablensubstitution an und fithren Sie d1e Rechnung, die I; = 2w[] zeigt,
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Teilaufgabe B: Berechnen Sie das Integral I aus Teilaufgabe A. ([Imwt-;\{.Jr 1-dimensionale
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Teilaufgabe C: Mit Hilfe des Satzes von Fubini lésst sich nun die Beziehung Iy = I? herleiten.

" ge-‘“"“)m U e o oo dy =
S Terte ayo(Sea (§evay) -1, T-

= I2.

Teilaufgabe D: Aus den bisherigen Ergebnissen folgt 13 = I, =271, =@, also I = /7.

SchlieBen Sie daraus, dass die Funktion p(z) = #6_% > 0 (die Dichite der Standardnormalver-
teilung) tatséichlich die Dichte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung, d.h. auf f, p(x) dz = 1 normiert

ist. (Hinweis: Wie in Teilaufgabe B ﬁihrt auch hier eine Variablensubstitution zum Ziel, diesmal
allt,r(lmgs eine lineare.)
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Aufgabe 4, Fortsetzung;:

Teilaufgabe A: Die Zufallsgréfie X 4 moge die Anzahl der Teilchen zéhlen, die nach der ersten
Zeiteinheit zerfallen sind. Wir stellen uns die Menge der Teilchen sehr grof3 vor. Der Zerfall eines
einzelnen Teilchens sei aber so selten, dass wihrend dieser Zeit im Mittel insgesamt nur wenige,
nédmlich A > 0 Teilchen zerfallen. Was ist die (annihernde) Verteilung von X 47?

Die gesuchte Verteilung ist eine

o Exponential- o Normal- XPoisson- o Binomial- o Geometrische

Verteilung mit dem Parameter bzw. mit den Parametern .. )\ *

Teilaufgabe B: Ahnlich wie Teilaufgabe A, nur wollen wir annehimen, dass der Zerfall ci-
nes einzelnen Teilchens innerhalb einer Zeiteinheit mit einer deutlich positiven Wahrscheinlichkeit
p > 0 stattfindet. (Wiirde man das Zerfallen bzw. Nichtzerfallen eines Teilchens mit einer 0, 1-
wertigen Zufallsgrofie beschreiben, so hétte diese die Varianz V = p(1 —p)2 + (1 —p)p? = p(1 —p).)
Wir betrachten ein Stiick Materie, das aus einer sehr grofien Anzahl N solcher Teilchen besteht. Die
Zufallsgrofle X p moge die Anzall jener Teilchen z&hlen, die nach einer Zeiteinheit zerfallen sind.
Erwartungsgemifl werden das etwa E(Xpg) = pN Teilchen sein, héchstwahrscheinlich aber nicht
genau so viele. Xp wird um diesen Erwartungswert streuen, und zwar in sehr guter Annéherung
nach einer der oben angegebenen Verteilungen. Nach welcher?

i i .

Die gesuchte Verteilung ist eine H}l‘k "M{A _Lﬁ" * C’H’I'
B-'nam-u( Vﬂv‘i'hb'qhg
o Exponential- X Normal- o Poisson- o Binomial- o Geometrische N P un’\ n=N.

: %
Verteilung mit dem Parameter bzw. mit den Parametern . /"f” P N i 6= P @'P) M .

Teilaufgabe C: Wir betrachten nun ein bestimmtes Teilchen, von dem bekannt sei, dass es
mit Wahrscheinlichkeit p innerhalb einer Zeiteinheit zerfalle. Die Zufallsgréfe X nehme als Wert
die natiirliche Zahl n an, wenn der Zerfall des Teilchens im n-ten Zeitintervall der Linge 1 statt-
findet. Welche Verteilung hat X7

Die gesuchte Verteilung ist eine

o Exponential- o Normal- o Poisson- o Binomial- ¥ Geometrische

Verteilung mit dem Parameter bzw. mit den Parametern .. p .

Teilaufgabe D: Ahnlich wie Teilaufgabe C, nur nehme die ZufallsgroBe Xp als Wert den
Zeitpunkt t > 0 an, zu dem das Teilchen zerfillt. Welche Verteilung hat X p?

Die gesuchte Verteilung ist eine
}(Exponential- o Normal- o Poisson- o Binomial- o Geometrische

Verteilung mit dem Parameter bzw. mit den Parametern >\= E (x’ D> )



Aufgabe 4, Anfang: Diese Aufgabe ist der Stochastik zuzuordnen. Zwar ist der Text
der Angabe auf den ersten Blick lang, doch kann die Bearbeitung auf dem néchsten Blatt sehr
rasch erfolgen, sobald man die Aufgabenstellung verstanden hat. Es geht darum, wichtige Vertei-
lungen aus der Walrscheinlichkeitstheorie richtig zuzuordnen. Nun zur genauen Beschreibung der
Situation.

Nach allen wissenschaftlich verfiigharen empirischen Befunden verlduft der Zerfall radioaktiver
Teilchen absolut zufillig, genauer: gedéchtnislos. Das bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, dass
ein noch nicht zerfallenes Teilchen innerhalb einer bestimmten Zeitspanne zerfillt, unabhéangig von
jeglicher Vorgeschichte ist. Anders als Organismen unterliegen solche Teilchen also insbesondere
keinem Alterungsprozess, der das Zerfallen bei fortgeschrittenem Alter wahrscheinlicher machen
wiirde. Von der speziellen Art des Teilchens hingt lediglich ein einziger reeller Parameter A > 0
ab, der sich als Tendenz zum Zerfallen deuten ldsst: Je groBer A, desto schneller zerfallen Teilchen
der vorliegenden Art im Mittel und desto kiirzer die Halbwertszeit.

Diese Gedéchtnislosigkeit hat bemerkenswerte Konsequenzen. Insbesondere miissen die Vertei-
lungen einiger ZufallsgroBen, die sich in diesem Zusammenhang auf sehr natiirliche Weise definie-

ren lassen, von einem ganz bestiminten Typ sein. Zur Auswahl stehen die folgenden Typen von
Verteilungen:

¢ Exponentialverteilung mit dem Parameter A > 0. Dabei handelt es sich um eine stetige
Verteilung mit einer Dichte py mit py{z) = 0 fiir z < 0 und py(x) = e~ ** fiir > 0.

¢ Normalverteilung mit Mittel 1 € R und Varianz ¢%, ¢ > 0: Dabei handelt es sich um eine

r Y
stetige Verteilung mit der Dichte ¢(x) = 217m_ s

» Poissonverteilung mit dem Parameter (= Erwartungswert) A: Dabei handelt es sich um
eine diskrete Verteilung auf N mit P(n) = ’,\T'!e‘A.

¢ Binomialverteilung mit den Parametern p und n: Dabei handelt es sich um eine diskrete
Verteilung auf {0,1,...,n} mit P(k) = (Z)p’“'(l —p)k = Hdﬁ—;pk(l —p)yrk,

e Geometrische Verteilung mit dem Parameter p € [0,1]: Dabei handelt es sich um eine

diskrete Verteilung auf Nt mit P(n) = (1 — p)"~!p,

Auf dem néchsten Blatt sind diese Verteilungen richtig zuzuordnen und jeweils der bzw. die
richtigen Parameterwert(e) anzugeben.



