Mathematik 2 fiir Bauingenieure

Priifung am 3.6.2020
Reinhard Winkler

Name (bitte ausfiillen):
Matrikelnummer (bitte ausfiillen):

Die Vereinbarung der miindlichen Priifungen erfolgt persénlich in unmittelbarem Anschluss an
die schriftliche Priifung.

Wichtige Hinweise bevor Sie beginnen:

¢ Die Priifung besteht aus vier Aufgaben 1, 2, 3, 4, untergliedert in jeweils vier Teilaufgaben
A, B, C, D. Zu jeder Teilaufgabe wird maximal ein Punkt vergeben. Ab 8 von 16 mdglichen
Punkten diirfen Sie jedenfalls zur miindlichen Priifung antreten.

e Die Arbeitszeit betrigt 90 Minuten.

e Wenn in der Angabe nicht ausdriicklich anders vermerkt, wird zu jeder Teilaufgabe der
Punkt (oder Teile eines Punktes) ausschlieBlich fiir das vergeben, was Sie unmittelbar neben
bzw. unterhalb der Angabe dieser Teilaufgabe niedergeschrieben haben (und nicht unterhalb
der horizontalen Trennlinie zur néichsten Teilaufgabe). Drei Punkte ... symbolisieren, dass
Sie Ihre Eintragung an dieser Stelle machen bzw. beginnen, ein kleiner Kreis o, dass Sie
Zutreffendes ankreuzen sollen.

In den meisten Fallen sollte der jeweils vorgesehene Platz fiir die gesamte Losung der Aufgabe
inklusive Nebenrechnungen ausreichen. Es lohnt daher, wenn Sie sich, bevor Sie mit dem
Schreiben beginnen, vergewissern, dass Sie Ihre Antwort entsprechend kurz fassen kénnen.
Sollten Sie lingere Nebenrechnungen oder sonstige schriftliche Uberlegungen durchfiihren
wollen, stehen Ihnen dafiir die beiden letzten Blitter dieses Heftes zur Verfiigung. Was immer
Sie auf den letzten beiden Blattern notieren, wird bei der Punkteauswertung ignoriert.

e Wenn Sie sich noch vor Ausfithrung der Details einen Uberblick dariiber verschaffen, was
in den einzelnen Aufgaben und ihren Teilen zu tun ist, kann das hilfreich fiir eine kluge
Zeiteinteilung sein.

Nur vom Priifer auszufiillen:
Punkte fiir Aufgabe 1: Aufgabe 2: Aufgabe 3: Aufgabe 4: Summe:

Protokoll zur miindlichen Priifung, sonstige Bemerkungen:

Gesamtnote:



Aufgabe 1: Wir betrachten zwei Unterrdume U und V des R3, die durch Basen {a,b} fiir
U und {c,d} fiir V gegeben sind. U und V sind auf verschiedene Weise darzustellen und auflerdem
zu einem Unterraum W zu schneiden. Die Koordinaten der Vektoren:
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a=|1]. b={3], c=(-1]. d=[ 0
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Teilaufgabe A: Schreiben Sie U als Menge aller Linearkombinationen von a und b an.
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Teilaufgabe B: Der Unterraum V hat eine Darstellung der Gestalt V = {(z,y,z) € R? :

a
azx + by + cz = 0}, wobei der Vektor v := [ b | normal steht sowohl auf ¢ als auch auf d. Finden
c

Sie einen solchen Vektor.
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findet man zum Beispiel den Vektor v= | b ] =... ( 2
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Teilaufgabe C: Sei W := U NV der Schnitt der beiden Unterrdume U und V. Geometrisch
ist W die Schnittgerade der beiden Ebenen U und V. Um einen Basisvektor fiir W zu erhalten,
kann man zunéichst die Parameterdarstellung von U aus Teilaufgabe A in die Darstellung von
V aus Teilaufgabe B einsetzen. Dabei erhélt man eine lineare Gleichung in zwei Variablen (den
Parametern aus A). Welche?
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Teilaufgabe D: Finden Sie eine Losung der Gleichung aus Teilaufgabe C (kann man eine
beliebige Losung nehmen?) und bestimmen Sie daraus einen Vektor w, der fiir sich eine Basis {w}

von W bildet. 4
2B, 5§24, t=4 ® ;;,;(.’1




Aufgabe 2: Wir wollen die Flugbahn eines Geschofles im Schwerefeld der Erde modellieren,
wobei wir den Luftwiderstand vernachléssigen. In den Teilaufgaben A bis C machen wir noch eine
zusétzliche stark vereinfachende Modellannahmen, die im Fall geringer Abschussgeschwindigkeit
jedoch nicht schwerwiegend ist.

Teilaufgabe A: Einfaches Modell: Wir wihlen ein kartesisches (= rechtwinkeliges) Koordi-
natensystem mit waagrechter - und y-Achse, senkrechter z-Achse und Koordinatenursprung auf
Meeresniveau. Der Abschuss erfolge zum Zeitpunkt ¢ = 0 vom Punkt (0,0,k) (also auf Hohe
h > 0) mit einem Geschwindigkeitsvektor v = (a, b, ¢), was bedeutet: Wiirde sich das Ge-
schofl gleichméBig und geradlinig weiterbewegen, befinde es sich nach ¢ Zeiteinheiten im Punkt
(0,0, h) + tvy. Das Gravitationsfeld der Erde iibt eine Kraft aus, die zusitzlich eine Beschleu-
nigung vom Betrag g (knapp 10 m/s?), d.h. mit (zunéichst konstantem) Beschleunigungsvektor
a = (0,0, —g) bewirkt. Bezeichne nun x(t) den Ort, an dem sich das GeschoB zum Zeitpunkt ¢ > 0
befindet, v(t) = x'(t) den Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkt ¢, der selbst also die konstante
Ableitung v/(t) = a hat. Dadurch ist die Funktion v(t) eindeutig festgelegt. Geben Sie v(t) als
Spaltenvektor mit Komponentenfunktionen vy (t), vo(t), v(t) an.

v1(t) a
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Teilaufgabe B: Ermitteln Sie daraus x(t) als Spaltenvektor mit Komponentenfunktionen
z(t),y(t), 2(t).
z(t) ﬂ£
x®) = [y | =... bt g
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Teilaufgabe C: Berechnen Sie aus Ihrer Losung von Teilaufgabe B den Zeitpunkt to (der von
a,b,c und h abhéngen darf), zu dem das Geschofi den Boden erreicht, zu dem also z(Zp) = 0 gilt.
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Teilaufgabe D: Laut dem bisher betrachteten vereinfachten Modell gibt es nach Teilaufga-
be C fiir alle vo = (a,b,¢) und h > 0 einen Zeitpunkt ¢y, zu dem das Geschofl zu Boden fillt.
In Wirklichkeit ist das bei hinreichend groBer Abschussgeschwindigkeit in senkrechte Richtung
aber nicht so. Dem wollen wir nun durch entsprechende Modellierung gerecht werden (weiterhin
jedoch unter Vernachldssigung des Luftwiderstandes). Dazu legen wir den Ursprung eines neuen
Koordinatensystems in den Mittelpunkt der Erde und schieBen das Geschof3 senkrecht ab. Dies-
mal bezeichenen wir mit y(¢) den Abstand des GeschoBes vom Erdmittelpunkt zum Zeitpunk®t
t. Abschussgeschwindigkeit sei wieder vy = v(0) (jetzt allerdings als Zahl, nicht als Vektor) mit
v(t) = y'(t). Der Abschusspunkt sei auf der Erdoberfliche, also yo = y(0) = r (= Erdradius).
Nach dem Gravitationsgesetz ist die Erdbeschleunigung a(y) an einem Punkt y > » gegeben
durch a(y) = ;—: g. Die gesuchte Funktion y(t), ¢t > 0, erfiillt daher eine Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung mit den Anfangsbedingungen y(0) = yo = r und 3'(0) = v(0) = vo. (Sie hat sogar
eine eindeutige Losung, die hier allerdings nicht gefragt ist.) Wie lautet diese Differentialgleichung?

) 4
Die gesuchte Differentialgleichung lautet ... ld, = "Q(u): = dL 3




Aufgabe 3: In dieser Aufgabe geht es um die Berechnung von Bereichsintegralen mit Hilfe
des Satzes von Fubini. Gegeben sei dazu eine Funktion f : R? — R, (z,y) > f(z,y), und ein
achsenparalleler, rechteckiger Integrationsbereich R = [a, 8] x[c,d] € B2, a < b, ¢ < d in der Grund-
ebene (z-y-Ebene). Fiir f > 0 lasst sich das zweidimensionale Integral I := fR [ dXo deuten als das
Volumen oberhalb R zwischen der Grundebene und dem durch f definierten Funktionsgebirge.

Teilaufgabe A: Aus dem Satz von Fubini folgt, dass sich das Bereichsintegral I in den beiden
Variablen @ und y auf zwei verschiedene Arten berechnen ldsst. Wie lautet die Formel, die dies
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Teilaufgabe B: Sei nun speziell f(a: y) =xe W und R = [D 2] x [0, l] Berec lm('n Sie [ aul
eine der beiden, Arten aus Teil A.
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Teilaufgabe C: Wie Teilaufgabe B, nur auf die andere Art aus Teil A. (Hinweis: Die Rech-
nung ist sehr dhnlich wie in B. Sie kénnen also eventuell Zwischenergebnisse aus Teilaufgabe B
nochmals verwenden. Damit die doppelte Berechnung als Kontrolle des Endergebnisses moglichst
wirksam bleibt, empfiehlt es sich jedoch dabei penibel darauf zu achten, dass Sie aus B keine
Rechenfehler, zy iibernehmen.)
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Teilaufgabe D: Ist der Integrationsbereich kein achsenparalleles Rechteck R, sondern bei-
spielsweise eine Kreisscheibe K mit Mittelpunkt im Ursprung und Radius 7o, so ist die oben
verwendete Methode zu modifizieren bzw. zu ergénzen. Beschreiben Sie eine Moglichkeit (es gibt
mehrere) zur Berechnung eines solchen Integrals, d.h. eines Integrals der Gestalt J := [ o S dAa.
(Sie miissen die Rechnung natiirlich nicht ausfiihren, da f allgemein aufzufassen ist und nicht als
die spezielle Funktion aus den Teilaufgaben B und C.) 9 3
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Aufgabe 4: In dieser Aufgabe geht es um die (absolute oder bedingte) Wahrscheinlichkeit
W sowie um die Unabhéngigkeit von Ereignissen 4, B,C,.... Ab Teilaufgabe B werden diese
Begriffe auf einen medizinischen Test mit gewissen Fehleranfilligkeiten angewandt. Geben Sie
Ihre Antworten als Formeln bzw. Rechnung an, verbale Erliuterungen sind nicht erforderlich.

Teilaufgabe A: Wann heilen zwel Ereignisse A und B unabhingig, wann eine Familie von
drei Ereignissen A, B und C, und was ist bedingte Wahrscheinlichkeit?

A und B heiflen unabhéngig, wenn . W(A’) }3'); W!A) W(B)

Dw":lam;{w vonu Ereignissen .-fi'f;und C heiBit unabhingig, wgm Wa EOC) W(A)JV W{.C')
" B soit AC wmd BiC  unsbhlngig sin
WO 28 -WIA- W, Wik WD UIO, W0 WO Wi(c)

Fir W(B) > 0 ist die bedingte Wahrscheinlichkeit W(A|B) von A unter der Bedingung B

definiert durch W(An B)
KCCE Y/

Teilaufgabe B: Wir betrachten nun einen medizinischen Test auf eine bestimmte Krankheit.
Fiir eine zuféillig ausgewéhlte Testperson interessieren wir uns fiir die Ereignisse G (gesund = nicht
infiziert), K (krank = infiziert), N (Test negativ) und P (Test positiv). Es sei bekannt, dass der
Test bei Infizierten mit einer Wahrscheinlichkeit von on filschlicherweise ein negatives Ergebnis
liefert (sonst mit entsprechender Wahrscheinlichkeit o8 ein korrekt positives). Umgekelirt ergebe

er bei nicht Infizierten mit einer \’va]nschelnhcllkem \llgclll ﬁ ein falsches positives Ergebnis (sonst
mit entsprechender \’salirschvlnllchkut 5 ein korrekt negatives). Der Anteil der Infizierten an der
Gesamtbevolkerung sei m (also W(K) 1{!::10}' Wie grof3 ist fiir eine zufillig ausgewihlte Test-
person die Wahrscheinlichkeit, gesund zu sein und trotzdem positiv getestet zu werden? Geben

Sie Ihr Ergebnis exakt in Dezimaldarstellung an.

wenr - WG W(Pl6)= 322 L - 00844

Teilaufgabe C: Verwenden Sie Teilaufgabe B, um die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, dass
cine beliebige zufillig ausgewéhlte Person positiv getestet wird. Geben Sie Ihr Ergebnis wieder
exakt in Dezimaldarstellung an.

WGP Wlkaf)= 22 +W00 wm;o
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Teilaufgabe D: Verwenden Sie Thre bisherigen Ergebnisse, um die Wahrscheinlichkeit zu
berechnen, dass eine positiv getestete Person gesund ist. Geben Sie Ihr Ergebnis auf zwei Nach-

kominastellen gerundet an. 2
W(anP) _ 849 . A00000 _ 4930 | a0 _ 4. :1_3" o
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