Name,

Algebra, Priifung am 28.4.2016, Winkler

Matrikelnummer (bitte ausfiillen):

Die miindlichen Priifungen werden moglichst bald nach Korrektur der schriftlichen statt-
finden. Zwecks personlicher Terminvereinbarung finden Sie sich bitte unmittelbar nach Ende der
schriftlichen Priifung im Bereich vor dem Eingang zu diesem Horsaal ein.

Hinweise bevor Sie beginnen:
Die einzelnen Teilfragen haben ungefihr gleiches Gewicht.
Thre Arbeitszeit betragt 100 Minuten.
Vergessen Sie nicht auf die Riickseite der Angabe.

1. Wir betrachten die Varietéit A aller abelschen Gruppen. Bekanntlich lisst sich jedes A € A
auch als unitérer Z-Modul auffassen, indem man, so wie das generell bei additiver Schreib-
weise iiblich ist, ka fiir k € Z und a € A € A als k-fache additive Potenz von a interpretiert.

Die Varietit A enthélt als Untervarietéiten alle A,,, die entstehen, wenn man zu den Gesetzen,
die in allen abelschen Gruppen gelten, auch noch das Gesetz na = 0, n € N, hinzufiigt. Eine
prominente Rolle spielen in dieser Aufgabe auflerdem die kommutativen Restklassenringe

Ly

(a)
(b)
(¢)

(d)

:= Z/mZ mit Einselement.

Fiir welche Paare (ny,n2) € N? gilt A, C A,,7
Geben Sie ein Beispiel fiir ny,n2 € Nund A € A,, \ A, an.

Gegeben sei m € N. Fiir welche n € N gibt es zu jedem A € A, eine Abbildung
i Ly X A — A derart, dass A beziiglich - ein unitérer Z,,-Modul ist?

Fiir m = n = 3 gibt es stets eine Abbildung - wie in (c). Gibt es zu jedem A € A3 genau
ein solches - oder in manchen Féllen auch mehrere? Im ersten Fall ist dieses eindeutige -
anzugeben, im zweiten Fall zu einem geeigneten A € As zwei verschiedene Abbildungen
-1 und -9 mit der geforderten Eigenschaft.

Fiir welche Paare (m,n) ist jedes A € A,, ein Vektorraum iiber Z,,? (In diesem Fall
sind die Gruppenhomomorphismen genau die linearen Abbildungen.)

Sei V irgendeine Varietét, F' € V und X eine Teilmenge (der Triigermenge) von F. Was
bedeutet es definitionsgeméf, dass F' in V frei iiber X ist?

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass jeder Vektorraum eine Basis hat. Zeigen
Sie damit und mit einem weiteren wohlbekannten Satz aus der Linearen Algebra, dass
jedes F' € Ajg frei iiber einer geeigneten Teilmenge X C A ist.

Sein € Nund A, B € A,. Weil A,, eine Varietit ist, gibt es ein A[[B € A, das
zusammen mit Homomorphismen (in diesem Fall isomorphe Einbettungen) ¢4 : A —
Al Bund tp : B— A]] B ein Koprodukt von A und B in 4,, bildet. Beschreiben Sie
AJlB, ta und tp.



2. Ist K ein kommutativer Ring mit Einselement (spiter werden wir uns auf den Fall eines

Korpers beschriinken), so bilden bekanntlich die formalen Potenzreihen iiber R wieder einen
kommutativen Ring R := K[[z]] mit Einselement. Die Elemente r € R lassen sich auffassen
als Folgen r = (ay, )nen mit a,, € R, die man gern auch als formale Ausdriicke r = Z:io:O anpx”
anschreibt. Die Addition erfolgt gliedweise, die konstante Folge mit a,, = 0 fiir alle n € N
ist das Nullelement in R, und die additiven Inversen werden ebenfalls gliedweise gebildet.
Die Multiplikation in R ist durch das Cauchyprodukt gegeben, beziiglich dessen die Folge
(1,0,0,...) (ap =1 und a, = 0 fiir alle n > 1) Einselement ist.
Wir unterscheiden die Teilmengen R™ := R\ {0} und R*, die Menge (sogar Gruppe) der
(multiplikativen) Einheiten in R. Fiir 7 = (ay)nen € RT sei ng das kleinste n mit a,, # 0.
Dann heifit ng auch die Ordnung von r, und wir schreiben ng = o(r). Auerdem vereinbaren
wir 0(0) := oo (mit den iiblichen Regeln fiir co: n < oo und co+n =n+ 0o = 00+ 00 = 0
fiir alle n € N). Dann ist 0 : R — NU{oo} auf ganz R definiert. Offenbar gilt (diese Aussagen
diirfen in der Folge verwendet werden):

e o(r+s) > min{o(r),o(s)}

e o(rs) > o(r) + o(s)

e o(rs) = o(r) + o(s), falls K sogar ein Integritéitsbereich ist.

AufBlerdem seien die Mengen I, fiir alle n € N definiert durch
I, :={reR: o(r) >n}.

Fiir die nun folgenden Aufgaben sei K ein Koérper.

(a) Ist e = (an)nen € R*, so gibt es ein ¢’ € R mit ee’ = 1. Es gilt o(e) + o(e’) = o(ee’) =
o(1) = 0, was wegen o(e),o(e’) > 0 nur fiir o(e) = 0 moglich ist. Zeigen Sie, dass
umgekehrt jedes e = (an)neny € R mit o(e) = 0 (d.h. mit ag # 0) eine Einheit ist. Tun
sie das, indem Sie fiir das gesuchte Inverse e’ = (b, )nen mit ee’ = 1 das erste Glied by
sowie eine Rekursionsformel fiir alle b,, mit n > 1 angeben.

Damit ist bewiesen und darf in der Folge verwendet werden:
R*={r=(an)nen € R: a9 #0} ={r € R:o(r) =0}

(b) Gilt fir r,s € R die Teilbarkeitsrelation r|s, also s = rq¢ mit ¢ € R, so folgt o(r) <
o(r) + o(q) = o(rq) = o(s). Zeigen Sie umgekehrt: Aus o(r) < o(s) folgt r|s. Hinweis:
Fiir » # 0 ist in Potenzreihenschreibweise r = z™e mit n = o(r) und e € R* sowie
s = x"s’ mit einem geeigneten s’ € R.

Beachtet man noch die entsprechenden trivialen Beziehungen fiir r = 0 oder s = 0, so
ist damit bewiesen, dass fiir r, s € R die Teilbarkeitsrelation r|s genau dann gilt, wenn
o(r) < o(s).

(c) Zeigen Sie, dass die formale Potenzreihe x (entspricht der Folge (0,1,0,0,...), d.h.
ay; = 1 und a, = 0 fiir alle n # 1) ein Primelement von R ist. (Hinweis: Verwenden Sie
(b).)

(d) Zeigen Sie, dass R ein faktorieller Ring ist. (Hinweis: Verwenden Sie (a) und (c).)

(e) Begriinden Sie, warum alle I,,, n € N, Ideale von R sind.

(f) Sei I ein Ideal in R mit I # {0} und n = min{o(r) : r € I\ {0}}. Zeigen Sie, dass dann
I = I, gilt. (Hinweis: Verwenden Sie (b).)

(g) Ist R ein Hauptidealring? Begriinden Sie Thre Antwort, moglichst unter Zuhilfenahme
vorangegangener Aufgabenteile.

(h) Ist R sogar ein euklidischer Ring? Wenn ja, geben Sie eine euklidische Bewertung an;
wenn nein, begriinden Sie Thre Antwort.



