Algebra, Priifung am 7.10.2016, Winkler

Name, Matrikelnummer (bitte ausfiillen):

Miindlichen Priifung: Zwecks Vereinbarung des Termins Threr miindliche Priifung finden
Sie sich bitte unmittelbar nach der schriftlichen Priifung vor dem Hoérsaal ein.

Hinweise bevor Sie beginnen:
Die einzelnen Teilfragen haben ungefihr gleiches Gewicht.
Verwenden Sie fiir jede der vier Aufgaben ein eigenes Blatt. Bei Bedarf kénnen Sie zusétzliche
Blatter haben.
Thre Arbeitszeit betragt 100 Minuten.
Vergessen Sie nicht auf die Riickseite der Angabe.

1. In dieser Aufgabe geht es um Gesetze in allgemeinen Algebren wie Gy: (v+y)? ~ 224 2xy+y?
und Ga: (z+y)? &~ 22 +y? (hier in den Variablen z, y). In Teil (a) ist eine Klasse K anzugeben,
die auch in den nachfolgenden Teilen auftritt.

(a)

(d)

Geben Sie einen Typ 7 von Algebren und eine (moglichst prominente und grofie) Klasse
IC von Algebren des Typs 7 an, wo das Gesetz GG1 sinnvoll erklart, aber nicht uneinge-
schrénkt giiltig ist (siehe auch Teil (b)). Spezifizieren Sie insbesondere die fundamenta-
len Operationen samt ihrer Stelligkeit und erkldren Sie, wie die Terme auf den beiden
Seiten von (G ausfiihrlich, d.h. nur unter Verwendung der fundamentalen Operationen
und Klammern, zu lesen sind. Geben Sie weiters eine prominente Teilklasse X1 C K an,
wo das Gesetz G gilt.

Geben Sie eine Algebra 20 € K mit Tragermenge A und Elemente a,b € A an, so dass
das Gesetz G fiir x = a und y = b nicht gilt.

Geben Sie ein Gesetz G3 fiir den Typ 7 aus (a) an, das keine Variablen, also ausschliefi-
lich (0- und/oder mehrstellige) Operationssymbole enthilt, so dass jede Algebra aus
K1, in der G3 gilt, auch G5 erfiillt.

Geben Sie eine Algebra aus K an, in der G5 nicht gilt, dafiir aber das Gesetz Gjy:
(z+y)° ~a®+y°

2. Wir beschéftigen uns mit endlichen Koérpern. Dabei bezeichne K|, stets einen Koérper mit ¢
Elementen.

(a)
(b)

(c)
(d)

Wieviele paarweise nicht isomorphe Korper K, mit ¢ < 100 gibt es? (Hinweis: Es gibt
genau 25 Primzahlen p mit p < 100.)

Sei Ky = {0, 1,a,b}. Geben Sie die Operationstafeln fiir + und - sowie sémtliche additive
wie auch multiplikative Inverse an.

Geben Sie sémtliche ¢ < 100 an, fiir die K, einen Unterkérper = Ky hat.

Sei K13 =2/(11-Z) = {0,1,2,...,10} in der iiblichen Notation (Restklassen k+11-Z
modulo 11 durch k abgekiirzt).

Fiir wieviele Paare (Oé,ﬁ) (Oé, ﬂ S Kll) gllt K121 = Kll[.ﬁ]/(ﬂfQ + ax + B)Kll[m]?



3. In dieser Aufgabe spielt die Algebra M := (N, +,0,-,1) vom Typ (2,0,2,0) eine wichtige
Rolle.

(a) Sei R = (R, +r,0r, —Rr, R, lr) ein kommutativer Ring mit Einselement 1g. Ignoriert
man die additive Inversenbildung — g, so entsteht eine Algebra R := (R, +r,0r, ‘r, 1r)
vom Typ (2,0,2,0). Es gibt genau einen Homomorphismus fix von 91 nach Ry.

Beschreiben Sie fi rekursiv, d.h. durch Angabe von fx(0) und einer Funktion g : R —
R mit fr(n+1) = g(for(n)) fiir jedes n € N.

(b) Beschreiben Sie, fiir welche Teilmengen 7' C N es einen kommutativen Ring 9 mit 1
gibt derart, dass T' = Ty mit Ty := fé{_l)(() r), dem Urbild des Nullelements Or unter

dem Homomorphismus fs aus (a). Hinweis: Die auftretenden Mengen 7' lassen sich in
natiirlicher Weise als T}, mit m € N schreiben.

(¢) Fiir welche der Teilmengen Tz aus (b) ist das Bild fi(N) < R stets eine Unteralgebra
von R als kommutativer Ring mit 1, fiir welche sogar ein Korper? Hinweis: Schreiben
Sie Ty als T,,, gemif (b) an.

(d) Gibt es in der Kategorie der kommutativen Ringe mit Einselement (Morphismen und
Komposition wie iiblich) initiale und terminale Objekte? Wenn ja, geben Sie diese an;
wenn nein, begriinden Sie es.

4. Sei V die Varietiit jener Algebren vom Typ (1,1) mit zugeordneten unéiren Operationssym-
bolen f und g, in denen die beiden Gesetze fg(x) := f(g9(x)) =~ g(f(z)) =: gf(x) und
g® (x) := g(g9(g(x))) = z gelten. AuBerdem bezeichne C,, = Z/nZ die zyklische Gruppe der
Ordnung n > 1 mit den Elementen k := k + nZ. Fiir positive m,n € N seien weiters die Al-
gebren A, », == (Cr, X Cp, frnn, gmon) vom Typ (1,1) definiert durch fp, »(a,d) := (a+1,b)
und gm n(a,b) :== (a,b+1).

Fiir die Teilaufgaben (b), (c) und (d) unten geniigt es jeweils, eine Trigermenge A, unire
Operationen f4,g4 : A — A auf A fiir f und g sowie allfiillige mit den jeweiligen Begriffen
einhergehende Homomorphismen korrekt anzugeben. Die zusétzlichen definierenden Eigen-
schaften, die Thre Algebra zu einer in V freien Algebra machen, miissen Sie nicht iiberpriifen.

(a) Fiir welche Paare (m,n) € (N'\ {0})? ist 2,,, ,, € V?

(b) Beschreiben Sie die von einem Element x in V frei erzeugte Algebra §(x).

(c)

(d) Beschreiben Sie das Koprodukt §(z) [[ §(y) der beiden von = bzw. y in V frei erzeugten
Algebren F(z) und F(y).

Beschreiben Sie die von zwei Elementen x # y in V frei erzeugte Algebra F(z,y).



