Dynamische Systeme als Chance flir den Schulunterricht

REINHARD WINKLER (TU WIEN)

Dynamische Systeme sind nicht nur Gegenstand aktuelldremattischer Forschung aufthstem Niveau. Sie bieten
auch ein reichhaltiges Angebdirfden Schulunterricht. Eine wesentliche Unterscheidshglie zwischen diskretem
und kontinuierlichem Zeitparameter. Im diskreten Failitman auf Iterationen einer Abbildufig: X — X von einer
MengeX auf sich selbst, im kontinuierlichen auf (autonome) D#fstialgleichungen. Beide Themenkreise werden vor
allem anhand von Beispielen vorgestellt, die sich grofiich in den Schulunterricht einbauen lassen. Dat@ién
wichtige Grundideen vieffitiger Teilgebiete der Mathematik vermittelt werden. Rigliegende, in den Didaktikheften
gedruckte Fassung ist diéikzere von zwei Versionen. Diamgere entélt aul3erdem einen Anhang mit Beweisen, auch
einiger zugrundeliegende&&e aus der Analysis. Sie ist im Intertigter die homepage d&MG frei verfiigbar.

1. Einleitung

1.1. Dynamische Systeme als mathematisches Querschnittsthema

Dynamische Syteme sind in mehrfacher Hinsicht faszinierdindefhe ziemlich umfangreiche Darstel-
lung sei auf Katok, Hasselblatt (1995) verwiesen, leichteramgtjch ist Peitgen et al. (1994) mit
Schwerpunkt auf dem Thenm@haog. Aus der Sicht der reinen Mathematik bieten sie Verbindungen
zu den meisten wichtigen Teilgebieten. Gleichzeitig sind sie vrhster RelevanZif die Anwendun-
gen. Und schlieBlich éffnen sie auchifr den Schulunterricht sehr attraktive Zunge. Letzteres steht
im Mittelpunkt dieses Artikels. Andere didaktisch orientierte Artikel zu geans8spekten des Themas
sind Humenberger (2010) und&, Hofbauer (2013).

Ein wesentliches Instrument der Darstellung, welches sich bei dynamiSststemen besonders anbie-
tet, ist die Betonung von Querverbindungen; sowohl innerhalb derévaltik, zur Beschreibung von
Phanomenen aus anderen Wissenschaften wie auchtaumlg technischer Probleme.

Als mathematisches Teilgebiet werden dynamische Systeme durch eine Klansapmzengehalten,
die nicht in einer speziellen Methodik oder einer bestimmten grundlegendermetischen Theorie
besteht, auf der sie ful3en. Das Schlagwigriamisctbezieht sich Amlich zurachst auf einen auRerma-
thematischen Aspekt, und zwar auf diaderung von Zusinden in der Zeit. Die genauere Natur dieser
Zustande kann zuichst Wllig offen bleiben. Diese Offenheit bedingt, dass je hach zu modellierende
Gegenstand ganz unterschiedliche mathematische Strukturen ins Spiel koSungibt es kaum ein
nennenswertes Teilgebiet der Mathematik, das nicht auch im Kontextrisclzer Systeme eine Rolle
spielt. In diesem Sinn wollen wir dynamische Systeme eher als mathematischsst@itésthema denn
als mathematische Teildisziplin auffassen. Bevor wir dies vertiefen, ist B&tmiend, sich dem Thema
unter dem Gesichtspunkt der Anwendungen ahern.

1.2. Dynamische Systeme als Mathematik von Zeit und Kausalit &t

Der Gegenstand der Mathematik selbst sind keine physischen Objeldersddealisierte, oft abstrakte.
Weil den Mathematiker nichts daran hindert, Idealisierungen und Abstragktinach Gutighken vorzu-
nehmen, gibt das der Mathematik eine enorme Freiheit. Doch bedeutetidasvkegs Beliebigkeit.
Denn Mathematik soll vor allem die &ylichkeiten menschlichen Weltveasitdnisses ausloten. Daraus
ergibt sich eine enge Anbindung an grundlegende (in einem, wenn dlthlagischen, so doch ent-
wicklungspsychologischen Sinne vielleicht sogar apriorische) Kagaevie, um nur finf besonders
wichtige zu nennen, die Zahl (vgl. Dehaene (1999)) oder — nach Kaler Raum, die Zeit und die
Kausalitit — und daiiber hinaus, als Antipode der Kausaljtder Zufall. Zwanglos ordnen wir der Zahl
die mathematischen Gebiete Zahlentheorie und Algebra zu, dem Raum diet@eaee Kausalidt den
Funktionsbegriff (als Zuordnung Ursache Wirkung) und dem Zufall die Stochastik. Und wie vahh
es sich mit der Zeit?
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Um Missversandnisse zu vermeiden: Hier ist der Beg##it nicht im Sinn der Relativétstheorie ge-
meint, sondern zuachst in einem eher naiven oder — vielleicht genauer — in einem antbgigch-
psychologischen Sinn. Mathematisch formuliert: Wir erleben die Zeit als edinegmsionales Kontinu-
um, das sich in befriedigender Weise als Zahlengefadeodellieren &sst; genauso wie eine Koordi-
natenachse im Anschauungsraum. Insofern erhalten wir nichts Negesiber elementaren geometri-
schen Begriffen. Doch kommt es uns vor allem auf die zeitliche AbfolgeAum#inden an, sofern diese
in einer Beziehung von Ursache und Wirkung stehen. Es geht also usaleziehungen, die ihrerseits
unveanderlichen Gesetzen folgen. Damit ist ein wesentliches Ziel unserégfdreach Erkenntnis be-
nannt: Versiandnis des Vémnderlichen durch das Unerderliche oder, anders formuliert, Strukturierung
der Zeit durch das Wirken von Kausalitin Form von Naturgesetzen.

Bei allen Relativierungen durch die Erkenntnisse der modernen Physildngclarferelation wa. wirkt
in uns dennoch eine der Aufidung verpflichtetdJberzeugung, dass vieléirf uns lochst relevante
Vorgange im Rahmen rational fassbarer Kaua#din verstanden werdeknen — je deterministischer,
desto klarer erscheinen sie uns in der Regel. Dynamische Systeme sindthd@matschen Modelle
solcher Vorginge.

1.3. Uberblick

Nach der Einleitung soll in Kapitel 2 die mathematische Modellierung dynamisgysteme bespro-
chen werden. Am einfachsten ist diese im Fall diskreter Zeit (Abschdiji &0 alles auf die Iterati-
on von Transformationef : X — X, d.h. Funktionen (Abbildungen) von einer Menge(Zustands-
oder Phasenraum) auf sich selbst hinaul Bei kontinuierlicher Zeit (2.2) sind schon anspruchsvolle-
re Uberlegungen, die typischer Weise zu Differentialgleichunggmen, erforderlich. Trotzdem gibt es
eine abstraktere Sichtweise, die beiddlé& vereinheitlicht, amlich die Untersuchung von sogenannten
Aktionen von Gruppen und Halbgruppen, die — nidintden Unterricht selbst, sondern als Hintergrund-
information fur Lehrende —in 2.3 kurz vorgestellt werden.

Es folgen in Kapitel 3 mehrere charakteristische Beispiele bzw. Beispiséidason dynamischen Sys-
temen mit diskreter Zeit. Die einzelnen Abschnitte behandeliaast Grundbegriffe wie Fix- und pe-
riodische Punkte (3.1), dann linear€s(3.2), die Fixpunkteigenschaft von konvergenten Orbits unter
stetigemT (3.3), Beispiele dazu im Fall des Intervalls (3.4 und 3.5) oder des Kréssés Verzich-

tet man auf die Stetigkeit vom, stl3t man fast zwangglifig auf Transformationen von Folgéiber
endlichen Alphabeten (symbolische Dynamik, 3.7) und auf die (maf3thedretiEcgodentheorie (3.8).
Im Kapitel 4 begiigen wir uns mit einer kleinen Auswahl wichtiger Themen. Viele Beweise averd
in dieser Version des Artikels ausgespart. Man findet sie im Anhang aegversion Winkler (2014
Langversion).

2. Mathematische Modellbildung

2.1. Diskrete Zeit — der informatische Blick

Bei dynamischen Systemen mit diskreter Zeit wird ausgehend von eineangs#ustand, € X eine
Folge weiterer Zugitndex,, n € N, durch die rekursive Vorschrift, ;1 = T (X,) generiert. Diesem Modell
kann die Vorstellung unterlegt werden, dXsdie Menge aller ridglichen Zusinde eines Systems ist und
T : X — X eine Funktion, die jedem aglichen Zustand in deterministischer Weise den Folgezustand
T(x) im nachsten (diskreten) Zeitpunkt zuordn&tx) kann also als kausale Folge des Zustardes
gedeutet werden, die sich in einem einzigen Schritt, der die kleinste beti@®iteinheit in Anspruch
nimmt, einstellt.

Zu jeder FunktionT : X — X und zu jedem Anfangswer, € X erhalten wir die Folg&T"(Xo))nen-
Dabei bedeutet " die n-fache Hintereinanderaltigirung vonT . Es ist unmittelbar klar (Induktion), dass
diese Folge die eindeutigedsung der Rekursior,,1 = T(x,) bei Vorgabe vorkg ist. Man beachte,
dass die hier angesprochene Induktion nicht Gudfe Mathematik fundamental ist (siehe z.B. Winkler
(2008)), sondern auclif die Informatik.
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Als dynamisches System mit diskreter Zeidefinieren wir nun ein PadiX, T), wobeiX eine Menge
(oft mit zusatzlicher Struktur) ist und : X — X eine Abbildung vonX auf sich selbst. Die Untersu-
chungen vor{X, T) besclaftigen sich vorwiegend damit, mit Hilfe der Kenntnis vagyundT moglichst
weitreichende Aussagéier die Menge allex,, n € N, (denOrbit vonxg) bzw., genaueijber die Folge
(Xn)nen (die Trajektorie vonxg) zu machen, insbesonddiber ihr Verhalteniir n — co.

Man beachte, dass bei bijektiveln also bei Existenz einer Umkehrabbildufig!, als Menge der Zeit-
punkte statlN auchZ genommen werden kann. Das bedeutet, dass das dynamische SystamAkeine
fangszustand hat, sondern eine unendliche Vergangenheit.

2.2. Kontinuierliche Zeit — der physikalische Blick

Auf den ersten Blick ist die Situation bei dynamischen Systemen mit kontinuierli&it \bllig anders,
weil es ja keine kleinste Zeiteinheit gibijrf die Uberginge von einem Zustand zunachsten durch
eine einzige Funktiofl beschrieben werderbknen. Es liegt daher nahéirfiede denkbare Zeitspanne
t > 0,t € R, eine Transformatiof; : X — X zu betrachten, welche modelliert, wie ein Zustamhcht
Zeiteinheiten in einen Zustarkl(x) Ubergeht.

Will man wieder deterministische Allife beschreiben, so soll der Zustand re¢h Zeiteinheiten nicht
davon abBngen, ob bereits nachEinheiten eine Zwischenbeobachtung gemacht wird oder nicht, als
Formel:R (Fs(X)) = Fsit(X). Der Eigenschaff"o TM =T M =TMo T (fir allen,m e N) im diskreten

Fall entspricht also im kontinuierlichen Fall:

RoFs=Fs;t =FsoFR flrallesteR.

Bevor wir in 2.3 den abstrakten algebraischen Kern und die entsprehéferallgemeinerungen kurz
beleuchten, wollen wir eineiif uns hier noch wichtigeren Sichtweise nadivgm. Sie ist der Vorstellung
des Kontinuums0, o[ oderR, welchem die Zeitpunkteentnommen sind, irdrent.

Der Einfachheit halber wollen wir den Zustandsra¥m= R oderX C R voraussetzen, was etwa dann
sinnvoll ist, wenn als rgliche Zusande eindimensionale Messen vorliegen. & gegebeneg € X
(Anfangszustand) schreiben wir= K (Xo) fur den resultierenden Zustand zum Zeitpunkd/ir fassen
alsox selbst als Funktion : R — X, t — X(t) = %, mit x(t) = R(Xp) auf. Dem entspricht im diskreten
Fall die Folge (= Funktion auf) (T"(Xo) )nen : N — X, n+—= X, = T"(Xo).

Bei den meisten real auftretenden Prozessen in der Natur erwartetas/Btetigkeitsprinzipatura non
facit saltus ausweitend, dass sich der Zustaqgd bei kleineme nicht nur wenig vorx unterscheidet,
sondern dass diese Abweichung sogaid@nnd proportional ist zEimit einem geeigneten Proportiona-
litatsfaktor, der selbst wieder vom Zustagébhangt und @ir den wir daherf (x) schreiben. Wir haben
also

Xere = Fe(X) =~ % +&f (%)
bzw. umgeformt und genauer

lim Xere =%

e—0 € - f(Xt)

Fassen wik; als Funktionswert einer Funktion (Trajektorie)t — x zum Zeitpunkt auf, so wird diese
Beziehung zur Differentialgleichung

X = f(x), genauerx = fox, d.h.:X(t)= f(x(t))furallet.

Dynamische Systeme mit kontinuierlicher Zeit (auch hier kann durch Erwaeieauf reelleé < 0 auch
eine Vergangenheit mit einbezogen werden) sind also im Wesentlichesddiffalgleichungen der oben

t  Die Natur macht keine Spriinge.



angegebenen Form. Man spricht auch @omonomen Differentialgleichungen im Gegensatz zu sol-
chen, wof = f(x,t) auch noch vom Zeitpunktabréngt. Dies entsg@che einer Véinderung der zugrun-
deliegenden Gesetafligkeit im Laufe der Zeit, abweichend vom eingangs dargestellteniganzad

Klarerweise kann der Zustandsrafrauch foherdimensional sein, z.BX = R" oder eine Teilmenge
davon. Wesentlich ist vor allem die lineare Struktur oder genauer: daisssihnvoll Differentialrechung
betrieben werden kann. In Kapitel 4 werden wir Beispiele und auch aligeniéeorie dazu behandeln.

2.3. Aktionen von Gruppen und Halbgruppen als gemeinsamer Rahmen

Dieser kurze Abschnitt ist nichiif den unmittelbaren Gebrauch im Schulunterricht gedacht, sondern
als Hintergrundwissenif Lehrende. Wir werden im Weiteren nicht daraufimkgreifen. Es geht um
eine gemeinsame Verallgemeinerung der beiden behandelten Typen dyrer&igsteme (diskrete und
kontinuierliche Zeit), @mlich um die Aktion von Gruppen und Halbgruppen.

EineHalbgruppe ist bekanntlich eine Mengd zusammen mit einer bémen OperationaufH, d.h. mit
einer Abbildung : H x H — H, (hy,hp) — h; - hy (wir schreiben stath; - h, oft einfachh; hy), welche das
Assoziativgeseterfillt: (hiha)hs = hy(hxhs) fur allehs, hp, hs € H. Gibt es eimeutrales Elementec H
(d.h.he=eh=hfir alleh € H) spricht man auch von einemonoid. Unter eineHalbgruppenaktion
von H auf einer MengeX versteht man eine Abbildung : H x X — X, Schreibweisex : (h,x) —
a(h,x) = hx, mit hy(hox) = (hihy)x fur allex € X. Iste € H neutrales Element urek= x fur allex € X,
so heildta sogar eineMonoid- oder, wenrH sogar eineGruppe ist (d.h.Uberdies zu jederh € H ein
Inversesh~! enttilt, welches durchh~! = h~1h = e gekennzeichnet ist), eir@ruppenaktion vonH
aufX.

Man macht sich sofort klar, dass Rekursiomgn = T (X,) (d.h. Iterationen voiT) auf der MengeX im

Sinn von Abschnitt 2.1 als Halbgruppen- und sogar Monoidakti@ander additiven Halbgrupp® mit
a(n+1,x) = T(a(n,x)) = T"1(x) aufgefasst werderikinen. Analog entsprechen dynamische Systeme
mit kontinuierlicher Zeit Aktionen des additiven Monoifl} [ der nichtnegativen reellen Zahlen mit
a(ts +t2, x) = a(ty, a(ty, x)). Damit allein sind freilich keinerlei Bedingungen hinsichtlich Stetigkeit oder
gar Differenzierbarkeit gestellt. Aktionen von Halbgruppen bieten abex Moglichkeit, dynamische
Systeme sowohl mit diskretem wie auch mit kontinuierlichem Zeitparameter un@meinheitlichen
Begriff zu subsumieren.

3. Beispiele dynamischer Systeme mit diskreter Zeit

3.1. Periodische Punkte, Fixpunkte

Die Moglichkeiten fir Trajektorien(Xn)nen, Xn := T"(X), eines festen Punktes= xo unter einer Trans-
formationT : X — X Uberblickt man, wenigstens sofeXnkeine weitere Struktur &gt, schnell: Ange-
nommen, ein Punkt tritt in der Trajektorie mehrmals auf, Bh= x,, flr gewissen; < np € N, so gibtes
auch ein kleinstes derartigasund dazu ein kleinsta®s > n;. Das bedeutet, dasg, X1, ..., Xn;, - - - Xn,—1
alle verschieden sind, dann jedoch weggni =T (Xn,) = T (Xn,) = Xn,+1 und, induktiv,Xn, +k = Xn,+k
fur allek € N, eine Periode derdangep = np — np auftritt, die wir in Zyklenschreibweise notieren als
(Xn Xn+1- - - ¥n,+p—1). Die vorangehenden Punkig, ..., xn,_1 bilden die sogenanntéorperiode. Ist
n1 = 0, so hei3ix ein periodischer Punkt, im Fall T(x) = x, alsop = 1, Fixpunkt. Gibt es gar kein
n, der beschriebenen Art (was @idich nur bei unendlichenX moglich ist), nennen wik einenape-
riodischen Punkt. Die Bestimmung von Fixpunkten und Perioden ist bei allen dynamischennssiste
mit diskreter Zeit von vordringlichem Interesseagt der Zustandsrau, auf dem die Transformation
T : X — X wirkt, keine zu&tzliche Struktur, gibt edber die Trajektorie eines einzelnen Punktesidar
hinaus auch wenig Interessantes zu sagen.

Ist X endlich, so lassen sich die wesentlichen Aspekte des dynamischen Systeiiisessichtlich aus
gerichteten Graphen mit der Knotenmernge@blesen, wo eine gerichtete Kante (Pf@il}» b immer
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dann vorliegt, wenfT (a) = b. Perioden werden dabei als Kreise sichtbar. Hier ein BeispigMhit 14.

AN

—
a0 a0 o ar2
~~—_

ajzo — = O€>\

Klarerweiseandern sich die dynamischen Eigenschaften eines Systems nicht, wenmligilickedie
Elemente aus durch entsprechende aus einer Mengersetzen. Man nennt daher allgemein zwei
dynamische System&, Tx) und (Y, Ty) isomorph, wenn es eine bijektive Abbildung: X — Y (einen
sogenanntetisomorphismus) gibt mit @(Tx(x)) = Ty(@(x)) fur alle x € X, d.h. mit@o Tx = Ty o @;
verlangt man vorf nur Surjektivitit, heiBt(Y, Ty) ein Faktor von (X, Tx).

dgo

o a10

TragenX undY zusatzliche Struktur, so fordert man vamaulRerdem meist die entsprechende Struk-
turvertraglichkeit. Isomorphe System&hknen vom dynamischen Standpunkt aus als gleich gelten. Wir
wollen das an einfachen, aber typischen Beispielen konkretisieren.

3.2. Jordansche Normalform linearer Transformationen

Wir betrachten nun ein Beispiel, das wir im Weiteren nicht brauchen undidaten Schulunterricht
in dieser Form zu fortgeschritten ist, das aber zeigt, wie neben ddersmprherrschenden analytischen
Aspekten bei dynamischen Systemen genauso gut algebraische umetgseche ins Zentrum der Auf-
merksamkeit tretendanen.

Seien dazX undY Vektorraumeiiber dem KrperC undTy : X — X, Ty : Y — Y lineare Transformatio-
nen. Dann soll ein Isomorphismygs X — Y zwischen den dynamischen Systeni#&nTx) und (Y, Ty)
auch ein solcher zwischen den VektormenX undY sein. InsbesondereimsenX undY dieselbe Di-
mension haben. Ist in so einer Situation zum BeispielX ein Eigenvektor zu einem Eigenweitvon
Tx, so folgtTy (@(x)) = @(Tx (X)) = @(AX) = A@(X). Also isty := @(x) € Y ein Eigenvektor vorfy zum
EigenwertA. Rekapituliert man die Jordansche Normalform quadratischer MatrizemeuLinearen
Algebra, so erkennt man: Die Klassifikation quadratischer komplexeridatim Sinne Jordanscher
Normalformen entspricht der Klassifikation linearer dynamischer Systefridealentsprechenden end-
lichdimensionalen Vekto&umen.

3.3. Konvergente Orbits unter stetigen Transformationen

Haufig geht es bei dynamischen Syster(®énr ) vor allem um das langfristige Verhalten, d.h. mathema-
tisch gesprochen um die Konvergenz von Trajektorien, was eine tapol@gStruktur auk voraussetzt.
Besonders interessant sind dann stefigiVir beginnen mit dem einfachen Beispiel

0,1, T:xe 1—12(.

Fur den Anfangswerkg = O lauten die achsten Werte; =1, x, = % X3 = %, X4 = 8, .. Die Situation

wird veranschaulicht durch folgende, auSpinnwebdiagramm genannte Darstellung. Besonders sei
auf die Diagonale (Graph der Idetitid) hingewiesen, auf der dlilige Fixpunkte erkennbar sind.



1 .3
X =0 Xx=3 X X6x3=7 X=1

Allem Anschein nach konvergiert die Trajektorie gegen einen Wert, eler 8chnittpunkt der Diagona-
le (= der Graph der Funktion Id) mit dem Funktionsgraphen Voentspricht, das ist diedsung der
Gleichungx = 1- 3, alsox = % Wie die Abbildung suggeriert, gilt lif. X, = 2. Ein strenger Beweis
ergibt sich aus den folgenden einfachen, aber wichtigen Ideen.sgiteist wegen der Stetigkeit von
T jeder Grenzwerk = limp_, Xn €iner Iterationsfolge, 1 = T (X,) unterT notgedrungen ein Fixpunkt
vonT:

T 00 = T(lm xa) = im T0w) = Jim e = im xo =
Also kommen als Grenzwerte tatshlich nurx-Koordinaten (=y-Koordinaten) der Schnittpunkte der
Diagonale mit dem Funktionsgraphen vonin Frage. Damit ist aber noch nicht garantiert, dass die
Iterationsfolgeliberhaupt konvergiert. Will man da#rfdas vorliegende Beispiel beweisen, wird man
fast notgedrungen zu einer Argumentationidiet, die auch in weitaus allgemeinerem Zusammenhang
von Interesse ist.

Und zwar kommt es lediglich darauf an, dass die Transformdtiawei beliebige Punkt& x' € X zu-
sammenzieht, genauéf:(x) — T (X')| < A|x—X| mit einem FaktoA < 1 (im Beispiel kanr\ = % gesetzt
werden), in welchem Falle mah eine Kontraktion nennt. Der Abstand zweier aufeinanderfolgender
Glieder wird dann mindestens in derselben Weise kleiner wie die Glieder @ineelgenten geometri-
schen Reihe, was innerhdll 1] C R die Konvergenz der lterationsfolge impliziert. Dieseldéiperle-
gungen greifen allgemeiner in jedem valistigen metrischen Raum. So &ithman den sogenannten
Fixpunktsatz von Banact? in seiner vollen Allgemeinheit:

Jede Kontraktion auf einem volistdigen metrischen Raum hat genau einen Fixpunkt. Jede Trajektorie
konvergiert gegen diesen Fixpunkt. Die Konvergenzgeschwindlgiit mit Hilfe einer geometrischen
Reihe abgesélizt werden(Genaueres dazu findet sich in Winkler (2014 Langversion).)

Man mache sich klar, dass damit auf einen Schlag viele rekursive Fdigjkoraergent identifiziert sind,
insbesondere alle der Fomp,.1 = ox, + 3 mit |a| < 1. Dabei kbnnen sowohp als auch der Startwert
Xo € R beliebig angenommen werden. Grenzwert ist die (eindeutigslihg der Gleichung= ax+ 3,

_ B
alsox = .

3.4. Beispiele isomorpher stetiger Intervallabbildungen

Nochmals betrachten wir das Einheitsintervah= [0, 1], diesmal aber mit der Transformatidn: x —

x?. Fr einen Startpunkkg < 1 erhalt man die extrem rasch gegen O konvergente Folge der Punkte
Xn=T"(X0) = x(%”. DaT aufX bijektiv ist, lasst sich das System auch in die Vergangenheit verfolgen mit
entsprechenden Punktgny,.

2 Stefan Banach (1892-1945)



X3 X2 X1 Xo Xo1 X_2X-3

Hatten wir statt der Transformatioh = T, : x — x? beispielsweisds : x — x° genommen, &tte sich
qualitativ nicht viel géndert, denrf[0, 1], T>) und ([0, 1], T3) erweisen sich als isomorph. Das gleiche ist
der Fall, sofern = [a,b] irgendein abgeschlossenes Intervall ist dndl — | eine stetige und streng
monoton wachsende Transformation M) =a < b= T(b) undT (x) < x (dual fur T(x) > x) fur alle
xmita < x < b. Also: Je zwei SystemgX, Tx) und (Y, Ty) mit diesen Eigenschaften sind isomorph. An
dieser Stelle bedmgen wir uns mit dem Verweis auf die anschauliche Plausibititeser Behauptung.
Eine Beweisskizze findet sich in Winkler (2014 Langversion).

Ahnliche Aussagen lassen sich machen, w&nnl — | weiterhin als stetig und monoton wachsend
vorausgesetzt wird, man allerdings Fixpunkte im Innerenlvanasst, bei denen die Situation€(x) >
xundT(x) < x abwechseln &nnen. Es ist eine wertvolldbung, sich das im Einzelnen durch den Kopf
gehen zu lassen.

Nur geringfigig komplizierter ist die Situation bei monoton fallenddm | — |, denn dann sind die
obigenUberlegungen auf die monoton wachsende lterigffe:= T o T, T (x) = T(T(x)) anwendbar.
Fixpunkte vonT (@ bleiben untefT selbst entweder ebenfalls fix, oder sie sind Elemente einer Periode
von T der Lange 2. Viel komplizierter kann die Situation jedoch werden, wenn man abai®tonie
verzichtet, was nun geschehen soll.

3.5. Chaos entsteht

Weiterhin betrachten wir stetige Transformationen eines Intervalls, und gpeziell X = [0,1] und
T=T.: X — X,x— cx(1—x) mit 0 < c < 4. Der Funktionsgraph ist eine nach unten offene Parabel
mit Nullstellen bei 0 und 1 und Maximumn. = § beix = % (Also gilt T¢ : [0,1] — [0,1] tatsachlich
genau @ir c € [0,4].) Fixpunkte sind 0 und, soferm> 1, auchy. = 1— % Spater wird auch die Ablei-
tung T/ (x) = c¢(1— 2x) eine Rolle spielen. Es empfiehlt sickiy t verschiedene &le zu unterscheiden,
die mit wachsenderm immer komplizierter werden. Entsprechendssen die folgenden &rterungen
zunehmend fragmentarisch bleiben.

1.Fall: 0< c < 1. Die Situation ist weitgehend trivial, weil(x) < x fur alle x > 0 gilt und somit,
abgesehen vom Fixpunkt 0, jede Trajektorie streng monoton fallendasuhénkt ist, also konvergiert.
Als Grenzwert kommt nur der einzige Fixpunkt 0 in Frage.



2.Fall: 1< ¢ < 2. Wir konstatieren ztichsty; = 1— 2 < 1 undm, = ¢ < 3. Die Einschankung voriT

auf das Intervall = [0,yc] fallt unter die in Abschnitt 3.4 behandelte Situation mik) > x. Folglich
konvergieren alle Trajektorien, die im Inneren viobeginnen, monoton wachsend gegenAus sym-
metrischen Qinden konvergieren Trajektorien nyig < xo < % monoton fallend gegew.. Fur xo > %
schlieBlich liegtx; = T (Xp) < % in [0, %], und wir landen in einer der bereits behandelten Situationen mit
Startwertx; stattxXp. Also konvergiereniir 0 < xo < 1 alle Trajektorien gegey.

3Fall: 2<c<1+v3=273.... Nungilt <y, <33 -063...undl<m<13_-068. .
AuRerdem spieltjene Zahj eine Rolle, iir dieT'(z) = ¢(1—2z;) = —1 gilt, namlichz = 3+ X Es gilt

% <Y <M < ”Tﬁ =0.68... < z. Im Intervall [%,zc] fallt T strikt von 0 auf—1. Damitiiberlegt man

sich (genau genommen mit Hilfe des Mittelwertsatzes, siehe Winkler (201gvession)), dasg in
jedem echten Teilinterva[ll} +¢,2;—¢|, € > 0, die Voraussetzungen im Banachschen Fixpunktsaifiterf
Somit konvergieren alle Orbits m%t< Xo < Z: gegen den eindeutigen Fixpunykt Ahnlich wie im 2.Fall

zeigt es sich, dass Trajektorien aucin &ndere Startwertg) > 0 irgendwann in das Interval :}%,zc[
munden, folglich gegely. konvergieren. Das kann man sich zum Beispiel klar machen, indem man
iterativ die Urbilderl, 1 = T~1(I,) untersucht und feststellt, dass diese eine aufsteigende Mengenfolge
lo C Iy C Iz C ... bilden, deren Vereinigung das gesamte offene Intef@all| ausfillt. Also minden
abgesehen von den Raatlénxy = 0,1 alle Trajektorien schlieflich iy und konvergieren somit gegen
Ye=1- %

4.Fall: 1++/3 < ¢ < 3. Die Komplikation gegeiiber dem 3.Fall ergibt sich daraus, dass nun m gilt.
Zwar kanriT nun auf das Intervall= 3, m] eingeschinkt werden (man rechiigm) > 3 nach, woraus
aus MonotoniegindenT (1) C I folgt), es handelt sich aber nicht mehr um eine Kontraktion. Dennoch
kann man siclilberlegen, dass alle instartenden Trajektorien alternierend gegekonvergieren, und
dassiiberdies alle Trajektorien mit €@ Xy < 1 schlie3lich in diesen Bereichimden. Entscheidend ist,
dass an den Randpunkten vbals Startwertx, das gewinschte Verhalten eintritt. Man hat die Folge
Xg = % X1 =T(Xo) =mg, Xo =T(X1) > % etc. zu betrachten, welche wegen der fallenden Monotonie
von T aufl die Ungleichungskettgy < X, < ... < X3 < X1 erfullt. Zu zeigen bleibt, dass die Limiten

X = limp e Xon UNd X’ = lim e Xony1 iM Fixpunkty, zusammenfallen, d.h. keine Periode dange 2
bilden. Dies folgt, sobald gekit ist, dass die Iteriert€ @ = T o T in | keinen Fixpunkt auRey. hat.

Zu diesem Zwecke kann man beispielsweise mittels Kurvendiskussion sadlegrsdasy. die einzige
Nullstelle der Funktionf(x) = T(?(x) —x in | ist. Der Aufwand ist betichtlich, und wir verzichten
deshalb hier darauf. Jedenfalls konvergieren auch in diesem FdllallecTrajektorien mit G< xp < 1

gegeryc.

5.Fall: 3< ¢ < 4. Wir wollen unsiiberlegen, dass in diesem Fall eine echte Perio®eyp) (Xp # Yp)
der Lange 2 hat. Es géigt dazu, einen Fixpunbg, der IterierteriT 2, T(2)(x) = T(T(x)), oder,aquiva-
lent, eine Nullstellex, von f(x) := x— T(?)(x) zu finden, die strikt zwischen den einzigen Fixpunkten 0
undye. =1— % von T liegt. Wegen der Stetigkeit voh und wegen des Zwischenwertsatzés stetige
Funktionen ist dafr wiederum hinreichend, zwei Punktex” €]0,yc[ zu finden, wof unterschiedli-
ches Vorzeichen annimmt. Dazu berechnen wir mit der Kettenrégel = 1 — T'(x)T'(T(x)), setzen
die beiden Nullstellerx =0 undxg =y =1— % von f (Fixpunkte vonT) ein und erhalteniir die-
se Wertef’(x) = 1— T/(x)?2 = 1— ¢?(1— 2x)?, also f/(0) = 1 — ¢ < 0 sowie nach kurzer Rechnung
f'(yc) = 1— (c—2)? < 0. Hieraus folgt (Mittelwertsatz, sieche Winkler (2014 Langversion}j sietige
Differenzierbarkeit vorf) fur hinreichend kleines > 0 einerseitsf (¢) < 0, andererseit§(y; —€) > 0.
Damit sind die beiden gesuchten Punktémtichx' := € undx” := y; — €, gefunden und die Existenz
einer Periode derdnge 2 bewiesen.

Klarerweise ist die Analyse des 5.Falles damit noch lange nicht &oligg. Es zeigt sich, dass bei
Annaherungc — 4 Perioden beliebig groRefange auftreten und die Situation immeiiberschaubarer
wird. Wir haben es mit klassischen Beispielen dynamischer Systeme mit chaotiderhalten zu tun.

Mehr dazu findet sich in Raith (2009).



3.6. Transformationen des Kreises

Durch minimale Modifikation eines Intervallsamlich durch Aneinanderkleben (Identifikation) der End-
punkte, erdlt man als RaunX einen Kreis. Wir betrachten die Transformatign 0 < a < 1, welche

X um den Anteila einer vollen Umdrehung, das heifl3t um einen Winkel vom Bogennmaf3d2eht,
vereinbarungsgeafd gegen den Uhrzeigersinn.

Das dadurch resultierende dynamische System kennt (aiin¥er 0) keine konvergenten Trajektorien.
Bei festema (und gegebenem Anfangspundst der in diesem Fall jedoch keinen wesentlichen Einfluss
auf die interessanten Bhomene hat) entspricht die Iteration vindem fortgesetzten Abtragen immer
desselben Winkels auf dem Krei& Zwei qualitativ verschiedenedhle sind denkbar. Entweder der
Ausgangspunkto wird nach endlich vielen Schritten wieder erreicht, so dass eine Peritstelgn Das
bedeutet, dass ein Vielfachgs vona (g=1,2,...) ein Vielfaches einer vollen Umdrehung liefert, also
ga = p € Z. Das ist genau dann der Fall, wean= g rational ist. Ist hingegea irrational, so tritt keine
Periodizifit auf.

Der irrationale Fall ist der interessantere. Man kaamhch nicht nur zeigen, dass dann jede Trajek-
torie dicht liegt inX, d.h. jedes noch so kleine Kreissegment positivande unendlich oft besucht.
Diese Besuche treten sogar in einer Weise gleibign auf, dass man von eingleichverteilten Folge
spricht: Jedes Kreissegment wird mit einer asymptotischaufigkeit besucht, die proportional zu sei-
ner Lange ist. Der beeindruckendste Zugang zu diesém®&ienen wurde in der bahnbrechenden und
wunderscbn zu lesenden Arbeit Weyl (19F6@rschlossen. Die faszinierende Rolle von Kettéohen

in diesem Zusammenhang und die daraus resultierenden zahlentheere@saige konnen an dieser
Stelle nur schlagwortartig e@tnt werden.

Eine interessante Transformatidndes Kreises ganz anderen Typs entsteht, wenn man nicht um einen
konstanten Winkel dreht, sondern diesen z.B. verdoppelt, genaeekel wir uns die Punkte des Krei-
ses markiert mit den reellen Zahlen d0sl), so geht der Punktuber in den PunKT (t) = 2t, eventuell
modulo 1 reduziert, d.h. wir ersetzen im Fatl 2 1 diese Zahl durcht2- 1. (Interpretiert man den
Kreis als komplexen Einheitskreis, sasbt sich diese Transformation auch &lsz — 7 auffassen.)

Fur diesesT treten pbtzlich alle Maglichkeiten periodischer und nichtperiodischer Punkte aiif.€in
besseres Verghdnis der Situation lohnt es, einarglich andere Sichtweise einzunehmen, die uns zur
Binardarstellung reeller Zahleilfrt.

3.7. Symbolische Dynamik

Wir unterteilen den KreiX in zwei gleiche Halbkreise, die wir mXy und X; bezeichnen (um die
Schnittpunkte wollen wir uns vorerst nichtitkamern). Jede dieseraiften zerlegen wir wieder in Teile
(Viertelkreise) mitXo = X0 U Xo,1 Und Xy = X1 0UXq 1 usw. Jedem Punkte X, der in dieser Prozedur
nicht als Schnittpunkt auftritt, ordnen wir jene eindeutig bestimmtéBaige(ap, a1, a2...), & € {0, 1},
auf und interpretieren wir ihn nun als Einheitsintervall, so entspricht diesgavigsweise genau der
Darstellung der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 imaBaystem durch unendliche 0-1-Folgen.

Nur kurz zu den Schnittpunkten: Diese entsprechen genau den dyawligahlen, d.h. jenen von der
Gestaltt = 5 mit natirlichen Zahlerp undk. So einent kdnnen zwei verschiedene Birdarstellungen
zugeordnet werden, z.Blift = %1 nicht nur Q1,0,0,0,0,..., sondern auch,0,1,1,1,1,... (analog zu
1,000... = 0,999... im dekadischen System). Da es nur @tlbar viele, im Vergleich zu allenim
Einheitsintervall also vergleichsweise verschwindend wenige dyadi&ghien gibt, erlauben wir uns,
diese weiterhin stiefiitterlich zu behandeln.

3 Hermann Weyl (1885-1955)
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Folgen wir der Trajektorigxn)nen, Xn = T"(X), eines Punkteso € X mit zugeordneter Biérfolge
(ap,a1,a,...) unter der Transformatioh : t — 2t aus 3.6, so beobachten wiriiF, € lp ista, = 0, fur
Xn € |1 ist a, = 1. Die Bimarfolge vonx beschreibt also gerade seine Trajektorie umteErsetzt marx
durchT (x), entspricht das in der Trajektorie der Streichung 8grso dass die Folgey, as, ay, . ..) Uber-
gehtin die Folgéas,ay, as, . ..). Diese Transformation von Folgen nennt man auctsthié-Abbildung.
Man bezeichnet sie meist not Aus dem dynamischen Systgi, T) haben wir also ein SystefY, o)
erhalten, wobeY die Menge aller Biarfolgen bezeichnet. ¥ treten Birérfolgen mit allen riglichen
o-Perioden auf, welchen gleichartige Perioden auch im urgpichen SysteniX, T) entsprechen.

Wegen der er&hnten Eindeutigkeitsprobleme der Bidarstellungiir dyadische € X sind die beiden
Systemg X, T) und(Y, o) nicht isomorph im strengen Sinn. Trotzdem enthalten sie weitgehend dieselbe
Information. Die Symbole 0 und 1 erlauben eine Codierung des dynamisehkaltens von(X,T) in

dem beschriebenen Sinn, weshalb mansymbolischer Dynamikspricht.

Wie konnen wir die Verwandtschaft der Systee T) und (Y, 0) praziser fassen und neue Einsichten
daraus gewinnen? Dazu ist wieder ein neuer Gesichtspunkt hilfreich.

3.8. Maldtheoretische Ergodentheorie

Wir betrachten weiterhin die beiden SysteeT) und (Y, o), wobeiX jetzt der zum halboffenen Ein-
heitsintervall[0, 1] aufgeschnittene Kreis mit der Transfomatibnx — 2x mod 1 seiY die Menge aller
Binarfolgeny = (an)nen, an € {0,1}, undo der Shift aufy.

Die Zuordnung, welche jedesc X in seine Birardarstellung € Y verwandelt, ist, wie bereits festge-
stellt, keine Abbildung im strengen Sinn, weil zu jedem dyadischewei verschiedene Darstellungen
gelbren. Der bereits angesprochene Gesichtspunkt, dass die dyadisonerhalbX einen so kleinen
Anteil haben, dass wir von ihnen absehé@miken, &sst sich unter Zuhilfenahme der Maf3theorie sehr
elegant zu einer rigorosen Theorie ausbauen, indem man Mengen af8rONhit der leeren Menge
identifiziert. Hier ist nicht der Platz, dies genauer aushuén, daher nur ein paar Impressionen, die
dennoch einen guten Eindruck von deai®e der Ergodentheorie bieten.

Die wesentliche Beobachtung besteht darin, dass die beiden SyStefeund (Y, o) mafitheoretisch
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zusammenpassen. Zum Beispidt sich die Meng¥, aus 3.7 jetzt als das Interva0, %[ der Lange
A(Xo) = % auffassen. Iy entsprichtihr die Meng¥, aller Binarfolgen, die mit O beginnen. Interpretieren
wir die Folgeny € Y als Zufallsfolgen, wie sie durch iterierteniMzwurf zustandekommen, so attyy

die Wahrscheinlichkeif(Yo) = = A(Xo). Es ist einsichtig, dass sich Entsprechendes aiichridere
Teilmengen vorX undY sagen dsst, sogarifr alle messbaren. Deshalb sind beide Systeme in einem
maldtheoretischen Sinn isomorph. Hinzukommt, dass die beiden Transforamdtiando maferhaltend
sind, was definitionsgeaR bedeutet, dass das MaR invariant unter Urbildern ist\@Th.t(M)) = A(M)

fur alle messbarekll C X, entsprechendif Y,o und .

Die Bedeutung dieser Konzepte wird nicht zuletzt durch Bekhoffschen ErgodensatZ (siehe z.B.
Walters (1982)) untermauert. Er impliziert u.a. grob gesprochen, dasaerhaltenden Systemen, die
sich nicht in voneinander unalhgige Teilsysteme zerlegen lassen (sogenagngiedische Systemg
Trajektorien sich insofern wie Zufallsfolgen verhalten, als ssrkes Gesetz der gro3en Zahlewilt
(siehe auch Winkler (2013)): Arithmetische Mittel von Funktionswerten agtieon Trajektorien kon-
vergieren mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen den Erwartungswert.

4. Beispiele dynamischer Systeme mit kontinuierlicher Zeit

4.1. Integration und die Fallgesetze des Galilei

Ein erstes, einfaches Beispigirfdie in 2.2 allgemein beschriebene Situation bei kontinuierlicher Zeit
ergibt sich, wenn wir einen aus einer gewissen (nicht zu grof3éhgHrei auf den Erdboden fallenden
Korper untersuchen und unérfdie Falllfdhes(t) zum Zeitpunkt interessieren. Wie erstmals Galileo
Galilei (1564-1641, wir gehen im Folgendéber den damaligen allgemeinen Wissensstand jedoch in
mancherlei Hinsicht hinaus) wollen wir im Gedankenexperiment vom Luévgigind absehen. Dann ist
der Korper ausschlief3lich der Erdbeschleuniggmglo% ausgesetzt, die wir bei geringen Faliren,

wo sich der Abstand zum Schwerpunkt der Erde relativ wanidert, als konstant annehmairfen.

Weil die Beschleunigung als Ableitung der (senkrecht nach unten getéct) Geschwindigkeit = v(t)
nach der Zeit definiert ist, haben wiv(t) = g. Einfache Integrationsregeln zeigen, dass genau die
Funktionen der Gestali(t) = gt + ¢ mit einer Konstantert diese Eigenschaft haben (hier flieRt der
Mittelwertsatz ein, siehe auch Winkler (2014 Langversion)), wobei bierv(0) zu setzen ist. Die
Geschwindigkeits wiederum ist die Ableitung des Wegss- s(t) nacht, alsos'(t) = v(t) = gt+ v(0),
was analog zu

s(t) = gt2+v(0)t +5(0)

fuhrt.

Kennen wir den Anfangszustand (G(0) und Geschwindigkeit(0)) des Korpers zu Beginn, so be-
stimmt die Konstanz des wirksamen Naturgesetzes (Erdbeschleunigunggitkee Entwicklung des
dynamischen Systems also vailstlig. Es liegt deshalb nahe, den zweidimensionalen Zustandsraum
X = R? fuir Ort und Geschwindigkeit heranzuziehen. Daisst sich mit der Notation aus Abschnitt 2.2
R(s(0),v(0)) = (s(t),v(t)) oder, allgemeine (s(to), v(to)) = (S(to+1t), Vv(to+t)) schreiben. Bei eindi-
mensionaler Modellierung &ve die ein dynamisches System kennzeichnende Autonomie verlorengega
gen, weil jas(t) nicht allein vons(0), sondern auch vown(0) ablrangt. Sind diese beiden Anfangswerte
gegeben, ist die weitere Entwicklung des Systems aber festgelegt. DigpektAverden wir noch im
Kontext von Differentialgleichungen vertiefen. Zachst sind aber Bemerkung@ber die beiden verein-
fachenden Modellannahmergmlich die Vernaclissigung des Luftwiderstandes und die Konstanz von
g, am Platz.

4 George David Birkhoff (1884-1944)
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4.2. Modellverfeinerungen

Bekanntlich ist der Luftwiderstand in Wahrheit keineswegs verr@asgbar, sondern steigt mit der Ge-
schwindigkeit, genauer: proportional &t Dem kdnnen wir in unserem mathematischen Modell Rech-
nung tragen. Als Zustandsraum nehmen wir weiterhin den zweidimensioRalemX = R? fir alle
moglichen Werte vor(s(t),v(t)). Statt der konstanten Beschleunigungedoch arbeiten wir nun mit
einer vonv abhangigen, amlich mita(v) = g— av?, wobei der Koeffizientx empirisch zu bestimmen
ist. Das fihrt uns zur Differentialgleichung = g — av?. Wie die (ganz analog zu beweisendéhbr-
dimensionale Variante des Satzes in 4.4 zeigt, hat diese Differentialglei¢tiufjedes vorgegebene
(s(0),v(0)) (wenigstens lokal) eine eindeutigésungv, mit der sich dann wie vorher bei vorgegebenem
s(0) auss/(t) = v(t) auchs(t) eindeutig als Stammfunktion berechnésst. In der Notation voniiher

gilt wieder R (s(to), v(to)) = (S(to+1t),Vv(to+1)). Anstatt die Rechnungeriif die Losung der resultie-
renden Differentialgleichung durchiiffren, stellen wir eine qualitativeberlegung an. Klarer Weise
wird die Fallgeschwindigkeit(t) mitt wachsen, allerdings immer weniger schnell. Im Extremfall bliebe

v konstant, was mit dem Wext= \/g sogar eine bsung der Differentialgleichung ave. Asympto-

tisch erreicht der fallende &tper also ein konstante Geschwindigkeit, wo sich Erdbeschleuniguhg un
Abbremsung durch den Luftwiderstand genau die Waage halten.

Welchen Wert hat diese konstante Geschwindigkeit? Ragtwvermittelsa in hdchstem Mald vom fal-
lenden Korper ab. Grob gesprochen gilt: Je schwerer dénpiér und je kleiner seine Querschnitisthe,
desto kleiner istt und desto gif3er die asymptotische Fallgeschwindigkeit.

Doch man kann unserem Modell ge@é&er noch kritischer sein: Der Koeffiziemthangt nicht nur vom
Korper ab, sondern auch von der Luftdichte. Bei einer 6akh wie sie z.B. beim Fallschirmsprin-
gen auftritt, ist diese keineswegs konsfariine Verfeinerung des mathematischen Modells in diese
Richtung fihrt nach Einsetzen vosi(t) fur v(t) unds’(t) fur a(t) zur noch komplizierteren Differen-
tialgleichungs’(t) = g— a(s(t))s (t)2. Weil bei sehr groRen Falifnen auchy nicht konstant ist, wre
nach Newtons Gravitationsgesetz auch noch die Konstpdtech die Funktiorg(t) = m Zu
ersetzen, wobeider Erdradius ung eine bestimmte, zur Erdmasse proportionale Konstante ist.

Die Losung so einer Differentialgleichung sprengt den SchulunterrichiiMegem. Immerhin aber zei-
gen unser&berlegungen recht konkret, wie Verbesserungen von Modellerctygid\Veise zu Verkom-
plizierungen der involvierten Mathematiltiren. AulRerdem kann ein qualitatives Varstnis vermittelt
werden, warum die Physik voll von Differentialgleichungen ist. Auf dasonisch vielleicht markanteste
Beispiel dieser Art soll noch kurz eingegangen werden.

4.3. Von Galilei und Kepler zu Newton

Bekanntlich beschrieb Johannes Kepler (1571-1630), wie die Plaimeidiippsenbahnen um die Sonne
kreisen, wobei seine bighnmten drei Gesetze aulRerdem Aussaigjeer die Geschwindigkeit machen.
Isaac Newtons (1643-172dperragende Bedeutung in der Naturwissenschaft schlie3lich benual-
lem darauf, dass er eine umfassende mathematisch-physikalische Tdreaiiekelte, in deren Rahmen
sowohl Galileis Fallgesetze als auch Keplers Beschreibung der Plagetegingen als Folgerungen
desselben Grundprinzips egékbar werden. (Historischidfte Newtoniibrigens den umgekehrten Weg
gegangen sein und aus den bekannten Planetenbewegungen avédtstiGnsgesetz geschlossen ha-
ben.)

Man kann amlich die Bewegung eines Planeten auffassen als freien Fall im Scleldeder Sonne.
Bei der mathematischen Modellierung muss maratzitsh zu den bisherigebberlegungen statt der
eindimensionalen Faltihe als Zustandsraum wenigstens eine Ebene annehmen, innerhalted&a-
net sich bewegt, also wenigstens zwei Ortskoordinatendy plus deren Ableitunger undy furr den

5 Ein mit dieser Geschwindigkeit stiirzender Fallschirmspringer hat subjektiv nicht mehr das Gefihl des freien Falles, sondern
empfindet die bremsende Wirkung des Luftwiderstandes genauso stark wie ruhende Personen die Gravitation.

6 Eine relativ einfache physikalische Uberlegung zeigt, dass die Luftdichte d(h) in der Hohe h eine Differentialgleichung der
Bauart d’ = —Bd mit einem konstanten > 0 erfullt, daher mit der Hohe exponentiell abnimmt.
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Geschwindigkeitsvektor.iif das zugetrige dynamische System gilt dann

R(X(to),Y(to),X (to),Y (o)) = (X(to+1), y(to+1),X (to+1),Y (to +1)).

Durch entsprechend verfeinerte mathematische Modellierurigtertan die zugebrigen Differential-
gleichungen, derendsungen die von Kepler beschriebenen Ellipsenbahnen sind.

Auch ohne die zugdirigen Rechnungen (es sei auf die@eé Darstellung in Arnold (1989) verwiesen)
fassen die hier nur qualitativ skizzierteiberlegungen doch eine der wichtigsten Episoden ausidleer
Geschichte modernen mathematisch-naturwissenschaftlichen Denkanmszeis. In einem Punkt lohnt
es aber, die Mathematik selbst nochmals genauer ins Auge zu fassesolDas1 geschehen.

4.4. Banachscher Fixpunktsatz und Differentialgleichungen

Wir haben gesehen: Die zu dynamischen Systemeargalen Differentialgleichungen haben typischer
Weise die Bauart'(t) = f(x(t)) mit einer vorgegebenen Funktidn oft unter Vorgabe einer Anfangs-
bedingung der Formi(0) = xo. Die Werte vonx und f sind Vektoren inRY. Der einfacheren Notation
halber und ohne schwerwiegende Begctung der Allgemeinheit wollen wir jetzt= 1 annehmen.

Schon in 4.2 wurde erahnt, dass so eine Differentialgleichung eine eindeutigsuhg besitzt. Allge-
mein ist das aber, wenigberraschend, nicht ohne geeignete Voraussetzungen der Falliélicimer Art
diese sein &nnen, wollen wir uns nuiberlegen.

Es wird sich herausstellen, dass wir erlaubénnen, dass die Funktioh nicht nur vonx(t), sondern
auch direkt vort abhangt, dass die Differentialgleichung also nicht unbedingt autonom seis. AlsD
gehen wir von einer Differentialgleichung mit Nebenbedingung a@silich:

Wenn wir die Gleichung nach integrieren (wir viahlen fir die neu auftretende Integrationsvariable
auf der rechten Seite den Buchstat®@rund fur eine beliebige stetige Funktiondie Schreibweise
Dy (t) :=xo+ [y T (x(1),1)) dt, verwenden, so liefert der Hauptsatz der Differential- und Integrairecg
(siehe auch Winkler (2014 Langversioniiy eine Losungx dieser Differentialgleichung die Beziehung
x = ®y. Gesucht ist also ein Fixpunkt jener Abbildung (jehaggral-Operators) ® : x — dy, welche
einer stetigen Funktiorndie ebenfalls stetige Funktiahy zuordnet.

Im Zusammenhang mit Fixpunkten erinnern wir uns des Abschnitts 3.3. \kiwiksen wir, dass ein
eindeutiger Fixpunkt sicher dann existiert, wehna= @ eine Kontraktion auf einem vol&hdigen me-
trischen RaunX ist. WelchesX dirfen wir nehmen? Offenbarlidite X ein geeigneter Raum stetiger
Funktionen sein. Wenn wir uns auf die Mer@©g ) jener stetigem, die auf einem festen abgeschlossenen
Intervalll definiert sind, besclnken lonnen, ist die Supremumsmetdkxs, Xp) 1= sup¢ [X1(t) —X2(t)]
nicht nur wohldefiniert, sondern auch vo#istig (siehe Winkler (2014 Langversion)). Folglich geht es
darum,l so zu wahlen, dassP : C(I) — C(I) eine Kontraktion ist. Es muss also &in< 1 geben derart,
dass stetd(Py,, y,) < Ad(x1,X2) gilt. Macht man diese Ungleichungen explizit, so sieht man, dass die
sogenannte Lipschitzstetigkeit vénn der ersten Komponente das Gevgchte leistet. D.h. es muss eine
reelle Konstante\o derart geben, dass stetfgx;, 1) — f(x2,T)| < Ao|X1 — X2|. Wahlt man das Intervall

| = [0, €] mit geriigend kleinent > 0, mamliche < A1, so zeigt die Abscitzung

d(Py,, Py,) < /08 |f(X1(1),1)) — F(%2(1),T)|dT < €Aod(X1,X2),

dass® eine Kontraktion mii\ := e\g < 1 ist. Also gibt es auf = [0, €] eine eindeutige &isungx unserer
Differentialgleichung.

Damit haben wir den wichtigeBxistenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindedf’ bewiesen:
7 Charles Emile Picard (1856-1941), Ernst Leonard Lindelof (1870-1946)
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Die Funktion f: R x [0,a] — R sei stetig und in der ersten Komponente sogar Lipschitz-stetig. Dann gibt
es eine > 0 derart, dass die Differentialgleichung(k) = f (x(t),t) mit der Nebenbedingund ® = xo
eine auf|0, €] eindeutige Bsung besitzt.

Dieser Satz ist einer der grundlegendstiéndas klassische, deterministisch gegie Weltbild der ma-
thematischen Physik. Denn er besagt (etwas plakativ gesproches)deiagegenartige Zustand der
Welt gemeinsam mit den Naturgesetzen im Sinne der Newtonschen Phyhik@himftige Zusénde

der Welt festlegt. Nairlich ist diese Aussage angesichts der Erkenntnisse der Physik déaH2Bun-
derts nicht mehr uneingesémkt haltbar. Immerhin fanden sich aber derart weitreichendéBgshgen

fur eine deterministische Weltsicht, dass ein gro3er mathematischer Denkeiewa $Hmon Laplace
(1749-1827) davoiiberzeugt war. Man spricht in diesem Zusammenhang heute nochajplaceschen
Damonals von einem hypothetischen allwissenden Wesen, das die Zukunitelefur alle Zeiten zu
berechnen imstandeanre.

4.5. Zur Erinnerung noch einmal die Exponentialfunktion

Wir wollen die Macht des Satzes von Picard-Lirifedus 4.4 noch an der archetypischen Differential-
gleichung schlechthin erproben, an jeri@rdie Exponentialfunktion(t) = exp(t) = €

X(t) =x(t), x(0)=1

Die im Satz auftretende Funktiohhat hier die sehr einfache Gestélix,t) = x und ist in der ersten
Komponente Lipschitz-stetig mip = 1. Also gibt es eine eindeutigedsung. Aus dem im Hintergrund
wirksamen Fixpunktsatz von Banach wissen wir, dass digsihg durch Iteration der Kontraktion
@ : X Dy mit Oy(t) = 1+ S x(1)dt (zurachst wenigstendif kleinest) zu gewinnen ist. Man kann
mit einer beliebigen stetigen Funktion beginnen, rekursix,;1 := Py, setzen und e#dt die gesuchte
Losungx = lim,_.. X,. Der Einfachheit halber beginnen wir mit der konstanten Funktipa 1. Mit
Induktion zeigt man(t) = 31 o &7, also

00 4

mozgﬂ:wm)
i

(man vergleiche mit meinemiftheren Artikel Winkler (2012)). Man beachte, dass diese Darstellung
nicht nur firt aus einem kleinen Intervall bei O gilt, wie im Satz von Picard-Lidfigarantiert, sondern
auf ganzR.
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