Putz, Mozart, Galois —
Symmetrie und Asymmetrie

als Vermittlerinnen zwischen
Form und Inhalt

Reinhard Winkler

1 Oskar Putz und abstrakte Mathematik

1.1 Die Themenstellung

Welche Gedanken 10st dieses Bild von Oskar Putz in mir als Mathematiker
aus?



Weitschweifende! Offenbar herrschen quadratische Formen vor, im Groflen
wie im Detail. Gewisse Symmetrien erinnern mich an Strukturen, die mir schon
vor ldngerer Zeit in ganz anderem Kontext aufgefallen sind, ndmlich in den
Bezichungen der Personen von Mozarts Cosi fan tutte. Den abstrakten Hinter-
grund finde ich in der Galoistheorie, einem besonders reizvollen Teilgebiet der
Algebra. Gemeinsamkeiten der genannten Themen geben Aufschluss iiber unse-
re Wahrnehmung von Symmetrie in einem sehr umfassenden Sinn. Doch fangen
wir von vorne an und lassen wir das Bild auf uns wirken!

1.2 Geometrische Grundstrukturen: Quadrat versus Drei-
eck

Wesentlich scheint das Muster:

Es ist eine Besonderheit des Quadrats, dass es immer wieder in kleinere Teile
gleicher Art zerlegt werden kann. Von den folgenden geometrischen Formen

haben aufler dem Quadrat nur noch Dreiecke diese Eigenschaft:

Manche Teildreiecke stehen auf dem Kopf, wihrend bei einem Quadrat (wie auch
bei Rechtecken) diese Modifikation der Betrachtungsweise nicht von vornherein



notig ist. Im Bild von Oskar Putz nehmen wir jedenfalls eine Gliederung in 16
kleinere Teile wahr:
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Diese elementaren Teile sind alle von #hnlicher Struktur. Sie bestehen aus ei-
nem noch kleineren Quadrat, das durch eine L-Form zu dem etwas grofieren
quadratischen Sechzehntel des Bildes ergéinzt wird. Variabel sind Farbe (Rot,
Blau, Griin, Orange und Gelb), Dicke der L-Form (einfach, zweifach, dreifach
und vierfach) sowie Position innerhalb des Sechzehntelquadrats. Warum von den
zahllosen denkbaren Kombinationen dieser Parameter gerade die vorliegenden
vom Kiinstler gewéhlt wurden, ist aus dieser Zerlegung in elementare Teile noch
nicht ersichtlich.

Mehr Aufschluss gibt eine Zwischenstufe in der Zerlegung des Quadrats. In
der folgenden Darstellung korrespondieren die Viertel in der Zerlegung kreuz-
weise.
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Die Art der Korrespondenz wird deutlicher, wenn wir noch andere Gesichts-
punkte einnehmen.

1.3 Grob- und Feinstruktur

Wir wollen voriibergehend die L-Formen in den 16 elementaren Quadraten ver-
nachléssigen. Wir tun dies, indem wir in jedem dieser Teile die L-Form mit der
Farbe des kleinen Quadrats fiillen und so mit diesem verschmelzen lassen. Set-
zen wir die resultierenden monochromatischen Sechzehntel wieder zusammen,
erhalten wir folgende Grobstruktur:

Sehen wir auch noch von den Farben ab und beachten wir nur die Begrenzungen
zwischen ihnen, so ergibt sich eine Form, die durch Drehung um 90° und damit
auch um 180° und 270° in sich selbst iibergeht.



Wir iiberpriifen diese Beobachtung an der feineren Struktur, die aus dem ur-
spriinglichen Bild entsteht, wenn man Farben weiterhin ignoriert.

Diese Feinstruktur vertrégt sich nicht mit einer Drehung um 90°, sie wird da-
durch verdndert. Wenn wir jedoch um 180° drehen, geht die gesamte Figur
wieder in sich iiber!. Das betrifft sowohl die Dicke als auch die Position der
L-Formen.

Lassen wir nun wieder die Farben auf den Plan treten. Offenbar werden sie
durch die 180°-Drehung verdndert. Diese Verdnderung erfolgt aber nicht in chao-
tischer Weise. Rote Flichen werden ndmlich immer nur mit blauen vertauscht,
griine immer nur mit orangen. Gelbe Fléchen bleiben gelb.

1Zur schnelleren Kontrolle mag die Tatsache hilfreich sein, dass eine Drehung um 180°
auch als Spiegelung um den Mittelpunkt aufgefasst werden kann.



Wir stellen uns eine partielle Farbenblindheit vor, bei der Rot und Blau
ununterscheidbar sind und zu einer einzigen Farbe zusammengefasst werden,
ebenso Griin und Orange. Wahlen wir zur Darstellung etwa Rot und Griin, so
ergibt sich ein vollsténdig punktsymmetrisches Gebilde:

Gehen wir dem Begriff der Symmetrie auf den Grunde!

1.4 Die Symmetriegruppe des Dreiecks

Unter Symmetrien wollen wir Transformationen wie Spiegelungen und Drehun-
gen verstehen, die eine geometrische Figur mit sich selbst zur Deckung bringen.
Um uns mit dem Denken in Symmetrien vertraut zu machen, studieren wir an-
fangs jene des gleichseitigen Dreiecks. Neben der Grundstellung (genannt auch
Identitit 1d) und zwei Drehungen gibt es drei Spiegelungen um Symmetrieach-
sen:
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Kombiniert (verkniipft) man zwei Symmetrien, indem man sie hintereinander
ausfiihrt, erhélt man wieder ein deckungsgleiches Dreieck. Also entspricht der
gesamte Vorgang wieder einer Symmetrie. Zum Beispiel ergeben die beiden ge-
genldufigen Drehungen zusammen die Grundstellung, sie heben einander also
auf. Allgemein nennt man zwei einander authebende Transformationen zuein-
ander invers. Eine Spiegelung zusammen mit einer Drehung liefert wieder eine
Spiegelung, allerdings um eine andere Achse, zwei verschiedene Spiegelungen
ergeben eine Drehung etc. Solche Strukturen von Transformationen, die man
miteinander verkniipfen kann und wo es stets Inverse gibt, spielen in der Mathe-
matik eine zentrale Rolle und heiflen Gruppen. In diesem speziellen Fall sprechen
wir von der Symmetriegruppe des regelméfligen Dreiecks, die man auch mit Dj
bezeichnet?. (Dy, Ds, ... sind die des Quadrats, des regelmiifligen 5-Ecks, . ..).

Lassen wir die Spiegelungen voriibergehend weg und beschréanken wir uns
auf Grundstellung und Drehungen. Auf diese Weise erhalten wir eine sogenann-
te Untergruppe, das ist eine Teilmenge, die selbst eine Gruppe ist. Dabei kommt
es darauf an, dass die Verkniipfung zweier Transformationen aus der Unter-
gruppe einer Transformation wieder aus der Untergruppe entspricht. Im Fall
der Drehungen (inklusive Grundstellung) spricht man von der zyklischen Grup-
pe Zs. Zs ist sogar kommutativ, d.h. das Ergebnis einer Verkniipfung héngt
nicht von der Reihenfolge ab. Drei weitere kommutative Untergruppen von Ds,
nennen wir sie Uy, U, und Us, bestehen aus je zwei Elementen, der Identitat und
je einer Spiegelung. Auch die sogenannte triviale Untergruppe {Id}, die nur aus
der Grundstellung (Identitéit) besteht, ist kommutativ. Sehr wohl Untergruppe
von sich selbst, nicht aber kommutativ ist D3 als Ganzes: Verkniipft man eine
Drehung und eine Spiegelung, so erhilt man je nach Reihenfolge verschiedene
Ergebnisse. Die Gesamtheit aller Untergruppen von Dj ldsst sich so darstellen:

2Das D steht fiir Diedergruppe, der Index (hier 3) fiir die Anzahl der Ecken des regelméBigen
Polygons.



6-elementig:

3-elementig: @
2-elementig;: @ @

1-elementig:

1.5 Die symmetrische Gruppe von Permutationen

Man kann die Symmetrien des Dreiecks interpretieren als Vertauschungen der
Eckpunkte. Spiegelungen vertauschen zwei miteinander und lassen den drit-
ten Eckpunkt fest, Drehungen vertauschen zyklisch, und die Identitét lédsst alle
Eckpunkte unverdndert. Versehen wir die Ecken mit den Nummern 1,2 und 3,
so handelt es sich bei diesen Vertauschungen um die sogenannten Permutatio-
nen der Menge {1,2,3}. Da man Permutationen genauso verkniipfen kann wie
die entsprechenden Symmetrien des Dreiecks, haben wir es auch hier mit ei-
ner Gruppe zu tun. Wegen dieser Analogie zu geometrischen Symmetrien nennt
man sie die symmetrische Gruppe Ss 3. Die strukturelle Ahnlichkeit von Ds
(Symmetriegruppe des Dreiecks) und S5 (Gruppe aller Vertauschungen von drei
Elementen) wird in der Mathematik im Begriff der Isomorphie prizisiert. Wir
kehren aber zuriick zum Quadrat.

1.6 Die Symmetrien des Quadrats

In unserer Analyse der quadratischen Formen im Bild von Oskar Putz war bisher
nur von Drehungen die Rede. Wie steht es mit Spiegelungen? Bei einem leeren
Quadrat gibt es davon vier, eine um die waagrechte Achse, eine um die senk-
rechte Achse und je eine um die beiden Diagonalen. Die Symmetriegruppe des
Quadrats besteht also insgesamt aus acht Elementen: Grundstellung (Identitét),
drei Drehungen (um 90°, 180° und 270°) und vier Spiegelungen.

384, S5 etc. schreibt man, wenn statt drei Elementen vier, fiinf etc. zur Verfiigung stehen.
S3 besteht aus 1-2-3 = 6 Elementen, Sq aus 1-2-3-4 = 24, S5 bereits aus 1-2-3-4-5 =120
etc. Die Gruppe S4 kann man sich auch geometrisch vorstellen als Symmetriegruppe eines
regelméBigen Tetraeders (dreiseitige Pyramide mit 4 gleichen Seitenldngen) im Raum, fiir S5
miisste man schon einen 4-dimensionalen Raum imaginieren etc.



Das Bild von Oskar Putz ldsst trotz quadratischem Umriss wegen seiner
inneren Struktur keine Spiegelungen zu — im Gegensatz zum leeren Quadrat.
Beispiele nichtleerer Quadrate mit einer Symmetrieachse sind:
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Wir wollen uns einen Uberblick verschaffen, welche Kombinationen von Sym-
metrien auftreten. Folgende Beobachtung ist dafiir sehr niitzlich: Bleibt ei-
ne Figur durch gewisse Transformationen (Spiegelungen oder Drehungen) un-
verandert, so auch, wenn wir diese Transformationen beliebig kombinieren. Das
heifit, Symmetrien kénnen automatisch weitere nach sich ziehen. Also konnen
nicht beliebige Teilmengen der Symmetriegruppe auftreten, sondern nur Unter-
gruppen. Ich will an einem Beispiel ziemlich ausfiithrlich durchspielen, wie zwei
Symmetrien alle anderen erzeugen kénnen.

Zum Beispiel seien die Spiegelungen um die waagrechte Achse und um die
nach rechts geneigte Diagonale erlaubt. Wir suchen nach einer Untergruppe,
die diese beiden Spiegelungen enthélt, indem wir alle moglichen Kombinatio-
nen bilden. Es wird sich herausstellen, dass die gesuchte Untergruppe alle acht
Symmetrien enthalten muss, also bereits mit D, tibereinstimmt.

Die Drehung um 90° gegen den Uhrzeigersinn ergibt sich, indem wir die
beiden gegebenen Spiegelungen hintereinander ausfithren:

Die Drehung um 180° resultiert aus der doppelten Ausfiihrung einer der Drehun-
gen um 90°, insgesamt also z.B. durch diese Abfolge der urspriinglich gegebenen
Spiegelungen:

So erhalten wir die Spiegelung um die senkrechte Achse:

10



Da die Grundstellung (Identitét) in jeder Untergruppe enthalten ist, fehlt uns
auf die vollstdandige Gruppe D4 nur mehr die Spiegelung um die zweite Diagona-
le, die wir ebenfalls leicht aus den beiden urspiinglichen Spiegelungen erzeugen
konnen:

Tatséchlich erzeugt also, wie man sagt, die Spiegelung um die waagrechte
Achse zusammen mit der Spiegelung um die nach rechts geneigte Diagonale
ganz D,. Das gleiche funktioniert, wenn man mit einer Achsenspiegelung und
einer Drehung um 90° startet. Mit Spiegelung um die waagrechte und um die
senkrechte Achse zusammen bekommt man abgesehen von der Identitéit aber
nur noch die Drehung um 180°. Wenn man alle Mé&glichkeiten systematisch
untersucht (hier kann ein bisschen Theorie den Arbeitsaufwand sehr reduzieren),
erhélt man schlussendlich eine vollsténdige Liste der Untergruppen von Dy, der
Symmetriegruppe des Quadrats.

1. Nur Grundstellung (= Identitéit = Id), keine echte Symmetrie: {Id}
2. Id und Spiegelung um die waagrechte Achse: Sy,

Id und Spiegelung um die senkrechte Achse: S

Id und Drehung um 180° = Spiegelung um den Mittelpunkt: S,,

Id und Spiegelung um die nach rechts geneigte Diagonale: S,

Id und Spiegelung um die nach links geneigte Diagonale: S|

Id und Drehungen um 90°, 180° und 270°: zyklische Gruppe Z4

® N e oo W

Id und Spiegelungen um die waagrechte und um die senkrechte Achse
sowie Drehung um 180°: Kleinsche Vierergruppe V *

9. Alle acht Symmetrien: Dy, volle Symmetriegruppe des Quadrats

4benannt nach Felix Klein
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Die Darstellung der Untergruppen als Diagramm wie frither beim Dreieck
sieht aus wie folgt:

8-elementig:

4-elementig:

2-elementig:

1-elementig:

1.7 Symmetrien versus Invarianten

Wir beziehen die im vorigen Abschnitt dargestellten Untergruppen von Dy, der
Symmetriegruppe des Quadrats, wieder auf das Bild von Oskar Putz. Dabei hal-
ten wir fest: Spiegelungen um Achsen zerstéren die innere geometrische Struk-
tur, wihrend Drehungen die geometrische Grobstruktur unveréndert (invariant)
lassen, die 180°-Drehung sogar die Feinstruktur.

Fiir eine systematische Betrachtung der Invarianten sind also vor allem die
Untergruppen {Id}, S,,, Z4 und ganz Dy interessant. Die kleinste dieser Unter-
gruppen besteht nur aus der Identitéit, unter der alles invariant bleibt:

Sy, enthilt die Punktspiegelung um den Mittelpunkt. Diese besitzt die rein
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geometrische Struktur des Bildes als Invariante, vertauscht aber Farben (Rot-
Blau und Griin-Orange).

Mit Z4 sind auch die Drehungen um 90° zugelassen, welche weder Farben, noch
die geometrische Feinstruktur erhalten, lediglich eine geometrische Grobstruk-
tur.

Bei D4 schliellich bleibt von den uns interessierenden Aspekten nur die duflere
Form des Quadrats gewahrt.

13
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Offenbar liegt es ganz allgemein in der Natur von Symmetrien und Inva-
rianten, dass zusétzliche Symmetrien die Menge der Invarianten einschrinken.
Es herrscht also ein Prinzip je mehr, desto weniger — und umgekehrt. In der
folgenden schematischen Darstellung stehen die Ziffern rechts fiir folgende Inva-
rianten: 1 = nur der quadratische Umriss, 2 = 1 4+ geometrische Grobstruktur,
3 = 2 + geometrische Feinstruktur, 4 = 3 4+ Farben.
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Ein Zusammenhang dieser Art wird in der Mathematik Galoiskorrespondenz ge-
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nannt. In seiner klassischen Spielart wird er uns in der Galoistheorie nochmals
begegnen. Sobald er einmal erkannt wurde, mag er banal erscheinen. Hinsichtlich
Abstraktion sind wir damit aber schon einigermaflen tief in die Mathematik ein-
getaucht — und das ohne mathematische Formeln! Es lohnt, von den speziellen
geometrischen Beispielen zu abstrahieren und unsere bisherigen Erkenntnisse
unter einem iibergeordneten Standpunkt zusammenzufassen.

1.8 Zwischenresiimee

Der Mensch hat eine tief verwurzelte Neigung, seinen Wahrnehmungen eine
Struktur zu unterlegen, die fiir eine gedankliche Verarbeitung geeignet ist®. Be-
sonders attraktive Strukturen sind Ahnlichkeiten zwischen verschiedenen Tei-
len der Gesamtwahrnehmung. Vermittelt werden solche Ahnlichkeiten beson-
ders durch Symmetrien. Das sind Transformationen, unter denen ein Teil zum
anderen wird. Bei visuellen Wahrnehmungen kommen vor allem Drehungen,
Spiegelungen und Schiebungen® ebener geometrischer Figuren in Frage, also
Transformationen, die geometrische Formen nicht veréndern.

Als interessant empfinden wir aber auch solche Transformationen, wo nur
gewisse Aspekte (zum Beispiel Form oder Farbe) unveréndert bleiben, nicht
notwendig das gesamte Gefiige. Auf diese Art und Weise entstehen einerseits
Hierarchien von Merkmalen, die durch vorgegebene Transformationen bewahrt
bleiben (Invarianten), andererseits Hierarchien sogenannter Gruppen von Sym-
metrien zu vorgegebenen Invarianten. Unser Bewusstsein hat die Tendenz, in-
variante Merkmale und Gruppen wechselseitig aufeinander zu beziehen, wobei
ein Prinzip je mehr, desto weniger herrscht. Sogar ein Wechselspiel zwischen
Form und Inhalt lisst sich daraus ablesen. Im Beispiel von Oskar Putz: Die
geometrische Form besitzt gewisse Symmetrien, die am Inhalt (den wir hier
als Farbe interpretieren) ganz bestimmte Vertauschungen bewirken. So kénnen
neue Aspekte in den Vordergrund treten, die wir als anregend empfinden.

Das Bild von Oskar Putz mit seiner sowohl geometrisch als auch farblich sehr
eindeutigen Struktur war ein besonders geeigneter visueller Reiz, um unsere Su-
che nach Symmetrien auf natiirliche Weise in Gang zu setzen. Doch Symmetrien
schlummern {iberall!

5Eine umfassende Theorie dazu verdanken wir Rudolf Arnheim (1904-2007), vgl. z.B. [1].
6Schiebungen habe ich bisher nicht explizit erwiihnt, da sie fiir unsere Betrachtungen nicht
notig waren.
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2 Mozarts da Ponte-Opern
im Lichte von Symmetrie und Asymmetrie

2.1 Vorbemerkungen

Im ersten Teil regte uns die geometrische und farbliche Struktur eines Bildes an
zu Gedanken iiber Symmetrien, wie wir sie wahrnehmen und wie wir nach ihnen
suchen. Nun wende ich mich einer vollig anderen Kunstgattung zu, ndmlich dem
Musiktheater, wo geometrische Gebilde nicht unmittelbar gegeben sind. Erst ein
zuséatzlicher Abstraktionsschritt legt eine Visualisierung nahe. Im Falle der Oper
Cosi fan tutte, der letzten gemeinsamen Arbeit von Wolfgang Amadeus Mozart
(1756-1791) mit seinem Textdichter Lorenzo da Ponte (1749-1838), dringen sich
durch das Thema Partnertausch Erwadgungen iiber Symmetrien von selbst auf.
Zur Verdeutlichung, wie sehr solche formalen Aspekte in enge Verbindung mit
Inhaltlichem treten kénnen, ist der Kontrast zu den beiden anderen gemeinsa-
men Werken derselben Autoren, ndmlich Don Giovanni und Le nozze di Figaro
aufschlussreich. Im Sinne der hier zu entwickelnden Gedanken gehe ich in dieser
Reihenfolge vor, gegen die Chronologie der Entstehung.

2.2 Cosi fan tutte —
Gestalt gewordene Austauschbarkeit

Bekanntlich bedeutet Cosi fan tutte iibersetzt So machen’s alle. Gehen wir da-
von aus, dass im Titel nur deshalb die weibliche Form tutte (im Gegensatz
zu tutti) verwendet wird, weil diese Worte in der Oper aus dem Munde der
ménnlichen Figuren zu hoéren sind. Fiir die kommenden Betrachtungen ordne
ich die handelnden Personen in folgendem Sechseck an:

Fiordiligi O O Guglielmo
(Schwester der Dorabella) (Liebhaber der Fiordiligi)
Despina O O Don Alfonso
(Kammerzofe) (alter Philosoph)
Dorabella O O Ferrando
(Schwester der Fiordiligi) (Liebhaber der Dorabella)
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Die Handlung der Oper in Kiirzestform: Die beiden jungen Offiziere Fer-
rando und Guglielmo preisen ihre Verlobten und werden vom sich selbst als
lebenserfahrenen Philosophen darstellenden Don Alfonso zu einer Wette ver-
leitet. Don Alfonso behauptet, dass — nicht anders als alle Frauen — auch
die Braute der beiden Soldaten, die Schwestern Dorabella und Fiordiligi, inner-
halb nur eines Tages zur Untreue verfithrt werden konnen, vorausgesetzt Fer-
rando und Guglielmo verpflichten sich, einen Tag lang den Regieanweisungen
Don Alfonsos zu folgen. Unter Mitwirkung von Despina, der von Don Alfonso
bestochenen Kammerzofe von Fiordiligi und Dorabella, gewinnt Don Alfonso
schlussendlich die Wette. Wesentliches Element dabei ist, dass die Verfithrung
kreuzweise erfolgt: Guglielmo ist als neuer Werber bei der urspriinglich Ferrando
zugeordneten Dorabella erfolgreich, Ferrando bei Guglielmos Braut Fiordiligi.

Beim ersten Blick auf die Personenkonstellation treten gewisse Verbindun-
gen in den Vordergrund; ich will sie die Primdrstrukturen nennen: a) die Paare
zu Beginn, b) die neuen Paarbildungen im Laufe der Handlung und c¢) die dra-
maturgisch stark betonte Gruppierung in Frauen und Manner. Die graphische
Veranschaulichung:

a) b) ) c)

Eine Gemeinsamkeit dieser drei Strukturen fillt auf: Die Spiegelungen sowohl
an der waagrechten als auch an der senkrechten Achse sind Symmetrien. Durch
Farbung der Kanten ldsst sich das alles in einem einzigen Diagramm darstellen.

Wie schon im vorangegangenen Kapitel anhand der Symmetriegruppe des
Quadrats besprochen, erzeugen die beiden Spiegelungen durch Verkniipfung
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auch die Drehung um 180°, so dass wir die Kleinsche Vierergruppe V wiederer-
kennen, die schon bei den Symmetrien des Quadrats aufgetreten ist.

Mozart und da Ponte begniigen sich freilich nicht mit der stereotypen Ver-
festigung dieser Symmetrien. Immer wieder brechen sie diese auf oder variieren
sie. Alles findet aber vor dem symmetrischen Hintergrund statt, von dem es
sich nicht entkoppeln ldsst und der fiir den unverwechselbaren Reiz von Cosi
fan tutte eines der wichtigsten Elemente ist.

Lassen wir uns in Analogie zu unseren Uberlegungen zum Bild von Oskar
Putz auch hier von den Symmetrien zu inhaltlichen Fragen verleiten! Haben
wir dort die durch die geometrische Grobstruktur gegebenen Symmetrien auf
die Feinstruktur und auf den Inhalt (die Farbe) angewendet, so wollen wir hier
die durch die Primérstrukturen gegebenen Symmetrien benutzen, um weitere
(sekundére) Strukturen aufzudecken. Man wird schnell fiindig:

Die zentrale waagrechte Achse des Sechsecks bleibt invariant unter V', kann
in die bereits vorliegende Struktur also ohne Symmetriebruch eingefiigt werden.
Inhaltlich entspricht dem die Ausgestaltung der Beziehung des ungleichen Paa-
res Despina und Don Alfonso, die sich Mozart und da Ponte tatséchlich nicht
entgehen lassen. Trotz aller Verschiedenheit in Alter und sozialer Stellung ver-
binden Despina und Don Alfonso ein Zweckbiindnis (wenn die Wette gewonnen
wird, gibt es pekuniéire Belohnung) und eine ausgesprochen zynische Haltung
zu Treue und moralischen Fragen.

Unter allen moglichen Verbindungslinien gibt es vier, die wir noch nicht
niher ins Auge gefasst haben: Despina-Guglielmo, Despina-Ferrando, Don Al-
fonso-Dorabella und Don Alfonso-Fiordiligi. Jede fiir sich bleibt unter den Spie-
gelungen nicht invariant. Thre gespiegelten Bilder ergeben die anderen. Nachfol-
gend eine Veranschaulichung fiir die Verbindung Despina-Guglielmo, die nach
Spiegelung um die waagrechte Achse zu Despina-Ferrando wird; Spiegelung an
der senkrechten Achse macht daraus die Verbindungen Don Alfonso-Fiordiligi
und Don Alfonso-Dorabella.

. ><

In den Inhalt der Oper iibersetzt legt das die Frage nahe: Inwiefern beste-
hen Analogien in den Beziehungen Despina-Guglielmo, Despina-Ferrando, Don
Alfonso-Fiordiligi und Don Alfonso-Dorabella? Die Oper dauert drei Stunden,
wihrend derer man nicht umhinkommt, sich auch mit dieser Frage zu beschéft-
igen.
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Primér- und Sekundérstrukturen in einem Diagramm vereint ergeben fol-

gendes Bild.

N/

[\

o—————0

Noch eine Variante ist erwidhnenswert. Sie ergibt sich, indem man die alten
und neuen Partnerschaften als grundsétzlich gleichartig einstuft und im Dia-
gramm der Primérstrukturen zu einer einzigen Art von Paarbildung verschmilzt,
hier in roter Farbe:

Alle bisherigen Symmetrien bleiben in diesem Diagramm erst recht erhalten.
Es kommen aber neue hinzu, die sich nicht als geometrische Symmetrien eines
regelmiffigen Sechsecks deuten lassen. Zum Beispiel die Vertauschung von Dora-
bella und Fiordiligi bei Fixierung aller anderen Personen sowie die sich daraus
ergebenden Verkniipfungen mit den anderen Symmetrien. Welche inhaltlichen
Spekulationen lassen sich ausgehend von der resultierenden achtelementigen
Symmetriegruppe anstellen? Die Leserin und der Leser mogen die Phantasie
schweifen lassen!
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2.3 Don Giovanni —
Tanz ums dramaturgische Zentrum

Uber die Handlung der Oper Don Giovanni muss man fiir unsere Zwecke nur
wenig wissen: Don Giovanni, ein Herr von noblem Stande mit einem wenig cha-
rakterstarken Diener namens Leporello, macht sich an alle Frauen heran, die ihm
begegnen, verlésst sie aber nach kiirzester Zeit wieder. Knapp vor Beginn der
Handlung ist es, wie man etwas spéter erfihrt, der vornehmen Donna Elvira so
ergangen. Wihrend der Vorhang aufgeht, versucht Don Giovanni im Verborge-
nen gerade, Donna Anna, die nicht minder vornehme Verlobte des Don Ottavio,
zu vergewaltigen. Ihr Vater (der Komtur) eilt zu Hilfe, wird aber im Duell von
Don Giovanni getotet. Nur wenig spéter bezirzt Don Giovanni auch noch das
Bauernmédchen Zerlina, das von den Versprechungen des wohlhabenden Herrn
nicht génzlich unberiihrt bleibt, obwohl sie mit ihrem treuherzigen und etwas
schwerfilligen Brautigam Masetto und umgeben von einer Festgesellschaft gera-
de ihre Hochzeit feiert. Im Gegensatz zu seinen unzéhligen fritheren Eroberungen
ist Don Giovanni im Verlauf der gesamten Oper selbst nicht mehr erfolgreich.
Ganz im Gegenteil: Am Schluss wird er zur Strafe fiir seine Reulosigkeit sogar
von den Flammen der Holle verschlungen.

Ganz im Kontrast zu Cosi fan tutte, wo ein extrem ausgewogenes Gefiige von
sechs Personen von gleichem Gewicht die Austauschbarkeit des Individuums do-
kumentiert, tanzt im Don Giovanni alles um die zentrale Titelfigur — auch wenn
alle Personen sehr fein gezeichnet und keineswegs Nebenfiguren sind und Don
Giovanni selbst wenig schmeichelhaft dargestellt wird. In einem schematischen
Diagramm der wichtigsten Beziehungen der handelnden Personen untereinander
kommt das wie folgt zum Ausdruck.

Komtur

Don Giovanni

Don Ottavio © O Masetto
Donna Anna Zerlina

Donna Elvira Leporello

Gewisse Symmetrien lassen sich ausmachen, insbesondere, wenn man die
symmetriestorende Verbindung zwischen Donna Anna und dem Komtur igno-
riert. Sie spielen im Don Giovanni aber eine weit geringere Rolle als in Cosi
fan tutte. Dennoch ldsst sich Interessantes ausmachen. Die drei Frauen sind
grundverschiedene Personlichkeiten. Darauf geht Don Giovanni aber bestenfalls
sehr oberflichlich und aus opportunistischen Griinden ein. Er ist zwar flexibel,
aber nicht sensibel. Jedes Mittel ist ihm recht, an die Frauen heranzukommen.
Individuelle Unterschiede zwischen ihnen werden also in Kontrast gesetzt zur
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geradezu psychopathischen Manie eines egozentrischen und riicksichtslosen Ver-
brechers, der bei aller standesgemifien Noblesse auch auf feinere Signale sei-
ner Umgebung immer nur mit denselben primitiven Verhaltensweisen reagiert.
Wenn man so will, handelt es sich also um einen Konflikt zwischen der Unter-
schiedlichkeit der Individuen (Asymmetrie) und dem Verhalten Don Giovannis,
der Frauen behandelt, als wiren sie alle austauschbar (Symmetrie). Mathema-
tisch gesprochen: Don Giovanni unterwirft alle Frauen, oder wenigstens jene
640+2314 10049141003 = 2065 Eroberungen, von denen Leporello berichtet,
der vollen symmetrischen Gruppe Ssg¢5. Das heif3t, dass im folgenden Diagramm
die (als 2065 zu denkenden) Strahlen, die von der zentralen Titelfigur ausgehen,
untereinander beliebig ausgetauscht werden diirfen.

O
O O

2.4 Le Nozze di Figaro —
ein egalitires Geflecht von Individualitidten

Lag der besondere Reiz von Cosi fan tutte im Reichtum an Symmetrien, der von
Don Giovanni wenigstens teilweise im Kontrast zwischen Symmetrie und Asym-
metrie, so ist in Le Nozze di Figaro, einem Hymnus auf Reichtum und Vielfalt
menschlichen Zusammenlebens, gar nichts symmetrisch. Hier eine Kurzfassung
der Handlung zu geben, fithrte angesichts der Schnelligkeit und Kompliziert-
heit der unzihligen Handlungsstrange viel zu weit. Fast alle kombinatorisch
moglichen Beziehungen unter den Personen der Handlung sind nicht nur lie-
bevoll gestaltet, sondern haben einen jeweils unverwechselbaren Charakter. In
einem aussagekriftigen Diagramm miisste entsprechend ein grofier Teil aller
moglichen Verbindungen zwischen je zwei Punkten mit einer jeweils eigenen
Farbe versehen sein. Darauf verzichte ich. Denn bei elf Personen
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Bartolo O Graf Grifin O Marcellina

O O
Basilio 0O
FigaroO O Susanna
O .
Don Curzio © Cherubino
O O
Antonio Barbarina

sind 55 Verbindungen moglich. Doch auch wenn man lediglich die besonders
zentralen fiinf Personen herausgreift,

Graf Q O Grafin

Figaro Susanna

Cherubino

hat man es mit immerhin zehn Beziehungen zu tun. Zu jeder davon wird dem
Kenner dieser Oper viel Charakteristisches einfallen, was auf keine der anderen
zutrifft.

Dennoch, oder vielleicht gerade deshalb ist diese Oper nicht nur formal be-
sonders egalitéir, sondern auch in einem politischen Sinn”. Die Verschiedenheit
der Personen und ihrer Beziehungen erkldrt sich ndmlich vor allem aus den
unterschiedlichen gesellschaftlichen Positionen, in die sie vom Schicksal gestellt
worden sind, kaum aus Unterschieden in ihren durchwegs sehr allgemein mensch-
lichen Anlagen und Bediirfnissen. Dass es dem Diener Figaro (unter entschei-
dender Mithilfe von Grifin und Susanna) gelingt, die unmoralischen Absichten
des Grafen zu durchkreuzen und dabei auch selber weitgehend anstéindig zu
bleiben, liegt nicht an gottgegebenen Fahigkeiten. Figaro ist in seiner Position
intellektuell wie moralisch nur weniger korrumpiert worden als der Graf. Auch
das unterschiedliche Verhalten von Graf und Gréfin sagt uns vermutlich mehr
iiber die gesellschaftlichen Rollen von Mann und Frau als {iber angeborene in-
dividuelle Unterschiede.

"Noch mehr gilt das fiir die literarische Vorlage, einem Theaterstiick von Pierre Augu-
stin Caron de Beaumarchais (1732-1799), das in den letzten Jahren vor der Franzosischen
Revolution geradezu als politischer Sprengstoff wirkte.
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2.5 Spekulation am Rande: Mozarts Desillusionierung

Das Thema Symmetrie legte es nahe, bei den drei Opern von Mozart und da
Ponte mit Cosi fan tutte zu beginnen. Die tatséchliche Chronologie war aber
die umgekehrte: Figaro war 1786 die erste der drei Opern, es folgte 1787 Don
Giovanni, und Cosi fan tutte war 1790 das letzte gemeinsame Werk der beiden
Autoren. Sucht man nach einem roten Faden in dieser Entwicklung, so zeugt der
Blickwinkel dieses Artikels nicht gerade von Mozarts Optimismus hinsichtlich
der Natur des Menschen.

Im Figaro agieren alle Personen individuell mit menschlichen Stirken und
Schwéchen von beeindruckender Glaubwiirdigkeit. Schlussendlich setzt sich die
Kraft solider und durch die Zeit bewéhrter Beziehungen durch und bringt alle
Personen zuriick auf den Weg eines zivilisierten Miteinanders. Auch die Privi-
legierten werden auf ein menschliches Mafl zurechtgestutzt, sobald sie in Maf3-
und Schamlosigkeit abgleiten.

Im Don Giovanni bleibt Mafllosigkeit zwar auch nicht ungesiihnt. Bis es
so weit ist, entstehen aber mancherlei Beschiddigungen, die nicht so einfach
riickgéingig gemacht werden konnen. Der Anteil von Opportunismus und Riick-
sichtslosigkeit der handelnden Personen hat gegeniiber der im Figaro vorherr-
schenden Liebenswiirdigkeit sicher zugenommen.

In Cosi fan tutte schlielich ist die Austauschbarkeit der Menschen das ei-
gentliche Thema, gestaltet vor allem durch Einsatz zahlreicher Symmetrien. Die
Personen sind zwar nicht so bose wie Don Giovanni, der Betrug gegen andere
wie auch sich selbst im Fall der beiden Liebespaare sowie der Zynismus von
Despina und Don Alfonso gegeniiber (vermeintlichen?) Werten treffen uns aber
umsomehr; wahrscheinlich gerade in dem Ausmaf$, in dem die vordergriindig
unrealistische Komdodie in ihrer Tiefe Reales in uns anspricht.

Weitreichende Spekulationen — angeregt durch unsere tief angelegte Nei-
gung, Symmetrien zu suchen, wo immer sie vorzufinden sind oder wo wir sie
auch nur vermuten!

3 Galoistheorie: Symmetrien auf mehreren Ab-
straktionsstufen

Im vorliegenden kurzen dritten Kapitel besteht mein Ziel darin, auch dem
Nichtmathematiker eine Ahnung zu vermitteln, worin die Schonheit abstrak-
ter Mathematik typischerweise besteht: im Zusammenwirken von Symmetrien
auf mehreren Abstraktionsstufen. Weil hier nicht der Platz fiir eine mathema-
tisch schliissige Einfithrung in die Galoistheorie ist, kann ich mein Ziel nur in
einem metaphorischen Sinn verfolgen, indem ich mich auf die Andeutung von
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Analogien zum Bisherigen beschriinke.®

Mehr noch als im unmittelbar anschaulichen geometrischen Sinn spielen in
der modernen Mathematik Symmetrien auf sehr hohen Abstraktionsstufen eine
zentrale Rolle. Grundsétzlich lisst sich das genauso verstehen wie die Abstrak-
tionen zu den Mozartopern im vorigen Kapitel: Irgendwelche Objekte (dort
Personen der Handlung) stehen in irgendwelchen Beziehungen zueinander. Die
sich so ergebenden Strukturen werden Transformationen (Vertauschungen der
Objekte) unterworfen. Diejenigen Transformationen, bei denen die Beziehungen
invariant bleiben, sehen wir als Symmetrien der Struktur an.

Historisch erstmals aufgetreten ist diese Denkweise um 1800 im Zusammen-
hang mit dem Losen algebraischer Gleichungen. Nach wichtigen Vorarbeiten®
war es vor allem Evariste Galois (1811-1832), der in der nach ihm benann-
ten Theorie ein Ideengefiige schuf, das unter Mathematikern allgemein als der
Inbegriff von Schonheit in ihrer Wissenschaft empfunden wird. Hermann Weyl
(1885-1955) schreibt in [7] iiber die von Galois in der Nacht vor seinem todlichen
Duell im Alter von knapp 21 Jahren hastig festgehaltenen mathematischen Ge-
danken: Ich wage die Behauptung, daf$ dieser Brief, auf die Originalitit und
die Tiefe der darin niedergelegten Ideen hin beurteilt, das inhaltreichste Stiick
Literatur ist, das wir besitzen.

Interessanterweise dauerte es mehr als eine Generation, bis der bereits im
Zusammenhang mit der Kleinschen Vierergruppe erwihnte Felix Klein (1849-
1925) in seinem richtungsweisenden sogenannten Erlanger Programm vorschlug,
auch Geometrie systematisch unter dem Gesichtspunkt zu betreiben, welche
Eigenschaften geometrischer Objekte durch welche Transformationen invariant
bleiben. Unsere Untersuchung des Bildes von Oskar Putz im ersten Kapitel ldsst
sich im Sinne dieses Programms interpretieren.

Werfen wir nun einen oberfliachlichen Blick auf vier Symmetrieph&nomene
in der Galoistheorie. Lassen Sie sich nicht verunsichern, wenn einiges unscharf
bleibt; die Knappheit der Darstellung kann unmoglich ein Detailverstindnis
gewdhrleisten.

8Wer mehr wissen mochte, sei auf [6] verwiesen, ein aktuelles Musterbeispiel fiir mathema-
tische Tiefe in populdrwissenschaftlichem Kontext. Fiir eine mathematisch vollstdndige Dar-
stellung kann man irgendein Lehrbuch der Algebra oder speziell der Galoistheorie bemiihen.
Besonders bemerkenswert ist die sehr schlanke und gut verstéindliche Einfiihrung [2] von Emil
Artin (1898-1962), einem Mathematiker allerersten Ranges. Auch fiir Interessenten am grofien
Thema Symmetrie insgesamt gibt es einen Klassiker aus der Feder einer mathematischen Au-
toritéit von historischer Gréfe: Das Buch [7] von Hermann Weyl. Uber Galoiskorrespondenzen
im Kontext der Allgemeinen Algebra kann man in [4] nachlesen.

9Genannt seien Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), Paolo Ruffini (1765-1822) und Niels
Henrik Abel (1802-1829).

24



3.1 Erste Stufe: Symmetrien von Gleichungslésungen

Die algebraische Gleichung 2 — 2 = 0 hat die beiden Losungen v/2 und —+/2.
Denn wenn man einen dieser Werte in der Gleichung fiir x einsetzt, erhilt man
auch auf der linken Seite den Wert 0. Dass es genau zwei Losungen gibt, hingt
damit zusammen, dass die Gleichung den Grad zwei hat, d.h. dass 22 die hochste
auftretende Potenz der Variablen x ist. Ohne dass ich niéher auf Feinheiten (kom-
plexe Losungen, Vielfachheiten) eingehe, sei nur erwihnt, dass ganz allgemein
algebraische Gleichungen so viele Losungen haben, wir ihr Grad betragt.

Die Losungen einer gegebenen Gleichung lassen wir nun eine dhnliche Rolle
spielen wie die Eckpunkte von Dreiecken oder Quadraten im ersten Teil oder
wie die Personen in einer Oper im zweiten Teil. Wir unterwerfen sie Vertau-
schungen. Im Fall der Gleichung 22 — 2 beispielsweise konnte man /2 mit —v/2
vertauschen. Allgemein gibt es Vertauschungen, die die relevante Struktur re-
spektieren und solche, die sie verletzen. Im ersten Teil bestand die relevante
Struktur in geometrischen Verhéltnissen, im zweiten Teil in Beziehungen zwi-
schen handelnden Personen. Nun geht es um die arithmetische Struktur, die
durch die Grundrechnungsarten gegeben ist. So wie die Eckpunkte eines Drei-
ecks bei Drehungen und Spiegelungen das ganze Dreieck mit sich ziehen, ziehen
die Losungen von Gleichungen auch ihre Summen, Produkte, Differenzen und
Quotienten mit sich. Mengen von Zahlen, die derart mitgezogen werden, heiflen
Korper. (Wohlgemerkt: Kérper weder in einem geometrischen noch in einem
physikalischen, sondern eben in einem spezifisch algebraischen Sinn.) Die Trans-
formationen nennt man (Kérper-)Automorphismen. Sie sind die Symmetrien auf
der ersten Stufe.

3.2 Zweite Stufe: Die Galoiskorrespondenz

Auf der zweiten Stufe geht es um das schon in Abschnitt 1.7 formulierte Prin-
zip je mehr desto weniger, das zwischen Symmetrien und Invarianten herrscht.
Eingangs ein paar kurze Bemerkungen.

So wie es nur acht geometrische Symmetrien des Quadrats gibt (obwohl
vier Punkte sogar 24 Permutationen erlauben), lidsst die arithmetische Struktur
der Korper, die sich mit den Losungen einer algebraischen Gleichung ergeben,
nur gewisse Automorphismen zu. In jedem Fall bilden diese eine Gruppe, die
sogenannte Galoisgruppe der Gleichung. Im Fall einer Gleichung dritten Grades
beispielsweise gibt es drei Losungen, die permutiert werden kénnen. Es kommen
also die Untergruppen der Gruppe S3 in Frage. Wir haben sie in Abschnitt 1.4
in der Sprache der Symmetriegruppe D3 des Dreiecks kennengelernt. Und zwar
gibt es vier Typen von Untergruppen: Alle sechs Symmetrien, die dreielementige
Drehgruppe, zweielementige Spiegelungsgruppen (in drei Exemplaren) und die
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einelementige Gruppe. 1°

Beim Bild von Oskar Putz waren die Invarianten geometrische und farbliche
Beziehungen, bei den Mozartopern personliche. In der Galoistheorie sind die
den Untergruppen zugehorigen Invarianten sogenannte Fizpunktkorper, beste-
hend aus jenen Zahlen, die durch die Automorphismen der Untergruppe nicht
verdndert werden.

Die Symmetrie auf dieser zweiten Stufe wird durch den Hauptsatz der Galois-
theorie prézisiert. Er besagt, dass in einem Diagramm der Untergruppen (links)
und der Fixpunktkorper (rechts)'! durch die geschilderte Invariantenbeziehung
eine exakte Punktsymmetrie — auch interpretierbar als Drehung um 180° —
herzustellen ist, hier dargestellt fiir die Gleichung x® — 2 = 0 als Beispiel.!?

' Dy K
N
(N
A
(00 (0} (o)
7N
[z )
\”
T Q)

Die Sonderrolle der roten Kanten stellt die Uberleitung zur nichsten Stufe von
Symmetrien dar.

3.3 Dritte Stufe: Der Ubergang zur Grobstruktur

Wir erinnern uns an die Grobstruktur im Bild von Oskar Putz (Abschnitt 1.3),
dort in einem geometrischen Sinn. Aber auch bei Gruppen, aufgefasst als al-

10Tatsichlich treten alle Typen auch wirklich auf, wie sich mit Hilfe der Theorie an den
Beispielen 23 —2 =0, 23 =32z +1=0, 22 — 1 = 0 und 23 — 2 = 0 nachpriifen lisst.

1 Tatsichlich treten dabei sogar alle Unterkdrper des im Diagramm mit K bezeichneten
sogenannten Zerfallungskorpers der Gleichung auf.

12vergleiche auch die Diagramme jeweils am Ende der Abschnitte 1.4 und 1.7.
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gebraische Strukturen, spielen Strukturvergroberungen eine wichtige Rolle. Das
lésst sich an folgendem einfachen Beispiel verstehen.

Die ganzen Zahlen ..., —2,—1,0,1,2,... bilden eine (unendliche) Gruppe,
wenn wir als Verkniipfung die Addition verstehen. Wir vergrobern diese Struk-
tur, indem wir nicht mehr alle Zahlen unterscheiden, sondern nur mehr nach
gerade und ungerade, wodurch zwei Klassen zustandekommen. Diese beiden
Klassen gehorchen den Additionsregeln

gerade + gerade = ungerade + ungerade = gerade

sowie
gerade + ungerade = ungerade + gerade = ungerade

und lassen sich zusammen wieder als Gruppe auffassen, bestehend aus nur zwei
Elementen.

Eine analoge Strukturvergroberung ist generell bei Gruppen mdoglich, zum
Beispiel bei der Gruppe von Dreieckssymmetrien. Nennen wir aus Analogie-
griinden Identitdt und Drehungen gerade, Spiegelungen ungerade, so gelten die-
selben Rechenregeln wie oben: Drehung verkniipft mit Spiegelung liefert Spie-
gelung, also gerade + ungerade = ungerade etc. Dabei bilden die geraden Sym-
metrien eine Untergruppe, die ungeraden nicht. Untergruppen, die wie die der
geraden Symmetrien mit einer Vergroberung der Gruppenstruktur einhergehen,
nennt man Normalteiler. Die vergroberte (hier zweielementige) Struktur heifit
Faktorgruppe. Normalteiler zeichnen sich durch eine besondere Symmetrie aus,
namlich durch die Invarianz unter gewissen Gruppenautomorphismen, den so-
genannten inneren Automorphismen. In diesem Sinne hingen die rote Farbe
und die Bezeichnung N im Diagramm des vorigen Abschnitts mit einer weite-
ren, wieder ganz neuartigen Symmetrie auf einer dritten Stufe zusammen. Doch
wozu diese Betrachtungsweise?

3.4 Vierte Stufe: Auflosbarkeit und Vertauschbarkeit

So dsthetisch die besprochenen Zusammenhénge fiir sich bereits sind, fiir Galois
waren sie nicht Selbstzweck. IThm ging es um Losungsformeln fiir algebraische
Gleichungen. Fiir Grad 2, also fiir quadratische Gleichungen, kannten schon die
Babylonier Losungsmethoden. Die allgemeine Losungsformel, mit der heutzuta-
ge jeder Schiiler Bekanntschaft macht, ist in ihrer Substanz iiber 1000 Jahre alt.
Formeln fiir Gleichungen dritten und vierten Grades wurden in der Renaissance
gefunden. Ab Grad 5 scheiterten aber alle Bemiihungen. Erst knapp vor Galois
gelang Niels Henrik Abel (1802-1829) der Beweis, dass es keine allgemeingiiltige
Formel geben kann. Manche speziellen Gleichungen héheren Grades sind aber
sehr wohl durch eine Formel auflésbar. Galois’ grofie Leistung war die Erkennt-
nis, dass es dabei nur auf die Struktur der Galoisgruppe der Gleichung ankommt.
Und wie zeigt sich diese sogenannte Auflosbarkeit an der Gruppe?
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Nehmen wir zur Illustration nochmals die Gleichung 2® — 2 = 0. Die Un-
tergruppen ihrer Galoisgruppe liegen so wie im symmetrischen Diagramm in
Abschnitt 3.2 dargestellt. Entscheidend fiir die Auflosbarkeit ist die aufsteigen-
de Kette T'— N — D3 auf der linken Seite des Diagramms. D3 insgesamt ist
zwar nicht kommutativ, weil die Verkniipfung von zwei Transformationen von
der Reihenfolge abhéngt, ab = ba also nicht immer gilt. Jedoch ist N (entspricht
den Drehungen eines Dreiecks) kommutativ, ebenso wie die resultierende zwei-
elementige Faktorgruppe. In der allgemeinen Definition einer auflésbaren Grup-
pe ldsst man auch lingere aufsteigende Ketten dieser Art zu. Somit lautet das
Theorem von Galois in heutiger Sprechweise: Fine algebraische Gleichung ist
auflosbar genau dann, wenn ihre Galoisgruppe auflosbar ist. Als tieferer Grund
fir die Unmoglichkeit allgemeiner Losungsformeln fiir algebraische Gleichun-
gen fiinften und hoheren Grades erweist sich, dass die symmetrischen Gruppen
S5, Sg, . .. nicht auflésbar sind.

Die vierte Stufe von Symmetrien in der Galoistheorie erblicken wir also in
der Vertauschbarkeit ab = ba aller Elemente in gewissen Faktorgruppen.

Nachdem wir den vierten und letzten Gipfel in der Kaskade der Galoisschen
Symmetrien gesichtet haben, diirfen wir in Ruhe unsere Eindriicke verarbeiten.

4 Fachiibergreifendes Resiimee

4.1 Grundsitzliches und Personliches zum Verhiltnis von
Kunst und Mathematik

Keinesfalls ldsst sich Kunst auf Mathematik zuriickfithren, und umgekehrt wird
die Mathematik zu den Wissenschaften gezahlt, nicht zu den Kiinsten. Den-
noch hat die Beschéftigung mit den wechselseitigen Verflechtungen der beiden
Bereiche jahrtausendealte Tradition. Als ziemlich aktuelle Beispiele erwahne
ich Ausstellungen in 2007 in Wiirzburg und 2008 in Wien'?. Wenn ich dieser
Tradition — hier ausgehend von einem Bild von Oskar Putz — ein weiteres
Mosaiksteinchen hinzufiige oder, realistischer betrachtet, ein altbekanntes nur
minimal variiere, so ist es angebracht, den Gesichtspunkt, unter dem ich das
tue, klarzustellen.

Wenigstens zu Beginn néhere ich mich dem Thema mit folgender, traditio-
neller Einschétzung: Ein {iberzeugendes Kunstwerk wirkt unmittelbar durch sein
ureigenes Medium, unabhéngig von einer theoretischen Analyse. Und umgekehrt
ist einem Werk, das in seiner unmittelbaren sinnlichen Wahrnehmbarkeit we-
niger iiberzeugt, auch durch den Nachweis abstrakter Tiefenstrukturen schwer
Leben als Kunstwerk einzuhauchen. Mathematik und Kunst sind nicht einan-

3siehe [5] und [3]

28



der unter- oder iibergeordnete Sphéren, sondern gleichrangige Ausdrucksformen
derselben Grundfunktionen menschlichen Bewusstseins.

Obwohl Mathematiker, sehe ich es nicht als mein priméres Anliegen, mathe-
matische Strukturen in Kunstwerken aufzudecken. Ich halte es fiir unmoglich
und auch gar nicht erstrebenswert, Kunst als Mathematik zu entlarven. Es gilt
viel mehr, universelle Bewusstseinsprozesse zu erkennen, die sich als gemein-
sames, oft nur in abstrakten Kategorien fassbares Substrat von Phénomenen
erweisen, die duflerlich wenig gemeinsam haben — in unserem Fall Bildende
Kunst, Oper und Mathematik. Das ist nicht nur von theoretischem Interesse.
Analogien helfen, ausgehend von Vertrautem neue Bereiche zu erschliefien.

Mein zentrales Anliegen in diesem Aufsatz war, Assoziationen nachvollzieh-
bar zu machen, die sich mir als Mathematiker (und Opernliebhaber) angesichts
eines Bildes mit ausgepréigter geometrischer — genauer gesagt: symmetrischer
— Struktur aufdringen. Der mathematische Gesichtspunkt ist alles andere als
artifiziell. Keineswegs lduft er der menschlichen Intuition zuwider, sondern er
prézisiert diese auf natiirliche und gleichzeitig konsequente Weise.

Dass ich die Gelegenheit benutze, am Beispiel der Galoistheorie nicht nur den
Erkenntniswert, sondern vor allem auch den dsthetischen Reiz meiner Disziplin
anzupreisen, moge man mir nachsehen.

4.2 Symmetrie als Grundbediirfnis unseres Bewusstseins

Ich rufe die &uflerlich sehr unterschiedlichen Gegenstédnde der ersten drei Kapitel
in Erinnerung: Ein Bild von Oskar Putz, die drei gemeinsamen Opern von Mo-
zart und da Ponte und die Theorie von Galois aus der Algebra. Sehr schnell und
zwanglos sind wir auf einen gemeinsamen Gesichtspunkt gestoflen — né&mlich
den von Symmetrie und Asymmetrie — und haben dabei Einsicht in offenbar
sehr fundamentale Funktionsweisen unseres Bewusstseins gewonnen. Ich will sie
nun zusammenfassen.

Womit immer wir auch konfrontiert sein mégen, unser Wahrnehmungsappa-
rat versucht, komplexe Gebilde als aus voneinander unterscheidbaren Einzeltei-
len zusammengesetzt zu interpretieren. Finden wir keine solche Untergliederung,
so haben wir es mit einer amorphen Masse zu tun. Sie enthélt keine Information,
und wir verlieren bald das Interesse daran.

Wenn wir dagegen fiindig werden, kommt es uns sehr darauf an, ob die
Teile — seien es nun kleinere Teilquadrate, aus denen sich ein grofleres Bild
zusammensetzt, seien es Personen einer dramatischen Handlung oder seien es
mehrere Losungen einer algebraischen Gleichung — in einer fiir uns erkennbaren
sinnvollen Beziehung zueinander stehen. Kénnen wir keine erkennen, entsteht
der Eindruck von Chaos. Obwohl dies streng genommen an einem Uberma$ von
Information liegt, also das extreme Gegenteil einer amorphen Masse vorliegt,
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reagieren wir dennoch wieder mit Desinteresse, weil wir verwirrt sind und die
Informationen nicht verarbeiten konnen.

Als sinnvolle Beziehungen zwischen Teilen sind uns begegnet: Geometrische
Transformationen wie Drehungen und Spiegelungen, die einen Teil in den an-
deren iiberfithren; Austausch von Personen, wobei soziale Gefiige mehr oder
weniger verdndert werden; Permutationen von Losungen von Gleichungen, die
zu strukturerhaltenden Transformationen der gesamten algebraischen Struktur
fithren. Fiir all diese Situationen bringt das Wort Symmetrie das, worauf es uns
ankommt, am besten zum Ausdruck.

Weil Symmetrien eines beliebigen Objektes stets reversibel sind und auch
miteinander zu weiteren Symmetrien verkniipft werden konnen, st6ft man auf
den Begriff der (Symmetrie-)Gruppe, einem der wichtigsten Konzepte der mo-
dernen Mathematik. Je nachdem, welche invarianten Strukturelemente man im
Auge hat, erhédlt man unterschiedliche Symmetriegruppen. Je mehr Struktur-
elemente, desto weniger Transformationen enthélt die Symmetriegruppe — und
umgekehrt.

Konzentrieren wir uns auf gewisse Strukturelemente und die zu ihnen gehor-
igen Symmetrien, so kann es sein, dass unter diesen Symmetrien noch zusétzliche
Strukturelemente invariant sind. Unsere Aufmerksamkeit wird unwillkiirlich auf
diese zusétzlichen Invarianten gelenkt.

Entsprechendes gilt auch umgekehrt: Gehen wir von gewissen Symmetrien
und den dazu gehorigen Invarianten aus, so konnten letztere zusétzliche Sym-
metrien zulassen, die unser Interesse gewinnen.

In der Wissenschaft stellt sich in solchen Situationen die Frage: Wie sind die
neuen Invarianten bzw. Symmetrien inhaltlich zu interpretieren? Die Mathema-
tik ist voll von Beispielen dafiir. Immer lduft alles darauf hinaus, den sogenann-
ten Abschluss in einer Galoiskorrespondenz zu beschreiben. Theoreme, die das
leisten, werden stets als Kernstiicke der jeweiligen Theorie empfunden.

Dem Kiinstler eroffnet sich die Wahlmoglichkeit, vorhandene Symmetrien
auszugestalten oder zu brechen. Vielleicht entsteht sogar ein reizvoller Schwe-
bezustand.

Gemeinsam ist uns allen, dass wir Symmetrien wahrnehmen und unwill-
kiirlich Stellung beziehen. Die damit verbundenen &sthetischen Empfindungen
bediirfen keiner Bewertung. Was der eine als symmetrisch, ausgewogen und an-
genehm empfindet, mag den anderen langweilen. Bei Symbolen und Codierungen
variiert das Verstidndnis individuell stark, weil es in hohem Mafle von kulturel-
lem und sozialem Hintergrund oder von sonstigem externen Kontext abhéngt.
Symmetrien dagegen sind in der Lage, auf einer sehr allgemein menschlichen
Ebene Form mit Sinn aufzuladen und so zwischen Form und Inhalt zu vermit-
teln. Wer immer sich auf ein mit Symmetrien behaftetes Kunstwerk einlésst,
wird die dem Wesen unserer Wahrnehmung innewohnenden Fragen stellen —
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wahrscheinlich ohne Verwendung mathematischer Terminologie, aber intuitiv
geradezu unausweichlich.
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