Notengebung

Die Gesamtnote fiir die Ubung ergibt sich je zur Hilfte aus der Teil-
note Kreuzerlliste und der Teilnote Zwischentest, gerundet auf “freundliche”
Weise; fiir eine positive Benotung miissen beide Teilnoten positiv sein.

Teilnote Kreuzerlliste:

60% — 69% 4
0% - 719% - 3;
80% - 89% — 2
90% — 100% — 1.

Falls Sie weitere Fragen haben, bitte melden Sie sich bei mir.



Ubungsblatt 13. 24.06.2015

Sei A eine L-Struktur. Eine Unterstruktur € von 2 heifit elementare
Unterstruktur, wenn

AE @lco, ... en1] & CE Yo, .-, Cni]

fiir alle L-Formeln (v, .. .,v,-1) und co, ..., c,—1 € C, wobei C' die Grund-
menge vom € ist.

Aufgabe 1. Zeigen Sie': (' ist genau dann Grundmenge einer elementaren
Unterstruktur von 2, wenn fiir alle L-Formeln ¢(v,vq,...,v,) und alle
di,...,d, € C das folgende gilt: Wenn es ein a € A mit A F ¢la,dy, ..., d,]
gibt, dann gibt es auch ein ¢ € C sodass A F ¢[e, dy, ..., d,].

Hinweis. Die “nicht einfache” Richtung folgt durch Induktion tber den
Aufbau von .

Aufgabe 2. Beweisen Sie, dass wenn man eine entscheidbare Theorie um
endlich viele Sétze erweitert, erhalt man wieder eine entscheidbare Theorie.

Aufgabe 3. Beweisen Sie, dass jede entscheidbare L y-Theorie sich zu einer
vollstandigen entscheidbaren Ly-Theorie erweitern 1aft.

Hinweis. Siehe Schritt 2 im Beweis vom Vollstandigkeitssatz.

Aufgabe 4. Sei T eine effektiv axiomatisierbare und wahre L j-Theoie, und
sei f eine in T reprasentierbare Funktion. Beweisen Sie, dass f rekursiv ist.

Hinweis. Zeigen Sie, dass die Relation

ap = f(a1, .., an) & T @(ag, .. ., an)

rekursiv aufzahlbar ist, wobei f von ¢ reprdasentierbar ist.

IDieser Satz heiBt Tarski- Vaught-Kriterium.



Ubungsblatt 12. 17.06.2015

Aufgabe 1. Beweisen Sie, dass jede konstante Funktion in {-n =m : n #
m} reprasentierbar ist.

Aufgabe 2. Beweisen Sie, dass wenn man eine entscheidbare Theorie um
endlich viele Axiome erweitert, erhilt man wieder eine entscheidbare The-
orie.

Aufgabe 3. Welche Relationen R C N sind in der leeren Ly-Theorie T = ()
reprasentierbar?

Aufgabe 4. Zeigen Sie, dass eine Funktion in Th(91) genau dann représentierbar
ist, wenn sie arithmetisch ist.



Ubungsblatt 11. 10.06.2015

Aufgabe 1. Sei M eine Registermaschine, die bei jeder Eingabe n € N
nach hochstens n?"'® Schritten halt. Zeigen Sie, daB Fy; : N — N primitiv
rekursiv ist.

Hinweis: Kleene Normalform.

Aufgabe 2. Geben Sie eine Formel an, die die Fakultatsfunktion definiert.

Eine auf einer Teilmenge A von N" definierte Funktion f : A — N heifit
partiell rekursiv, wenn ihr Graph Gy = {(z,y) e N* xN:z2 € A,y = f(z)}
rekursiv aufzahlbar ist.

Aufgabe 3. Beweisen Sie den Uniformusierungssatz: Fir jede rekursiv
aufziahlbare Relation R C N"™! gibt es eine partiell rekursive Funktion
f mit Definitionsbereich {Z € N : JyR(z,y)} sodass Gy C R.

Schliefen Sie daraus, dass eine Funktion f : N® — N, deren Graph
rekursiv aufzéhlbar ist, rekursiv ist (und daher ist ihr Graph auch rekursiv).

Eine Relation R C N¥ ist eine I9-Relation?, wenn N* \ R rekursiv
aufzihlbar ist. Zwei Teilmengen A, B von NF heiflen rekursiv trennbar,
wenn es eine rekursive Menge R C NF gibt, die A enthilt und zu B disjunkt
ist.

Aufgabe 4. Zeigen Sie, dass sich disjunkte II{-Mengen rekursiv trennen
lassen.

SchlieSen Sie daraus, dass R C N* genau dann rekursiv ist, wenn R und
N*\ R rekursiv aufzihlbar sind.

Hinweis: Wenden Sie den Uniformisierungssatz aus Aufgabe 3.

2Die vollstandige Definition der arithmetischen Hierarchie finden Sie auf der 91. Seite
vom Zieglers Buch.



Ubungsblatt 10. 3.06.2015

Aufgabe 1. Beweisen Sie, dass R C N¥ (primitiv) rekursiv ist gdw. RxN™
so ist, wobei m € N.

Aufgabe 2. Sei R(Z, z,y) eine primitiv rekursive Relation und seien b(z, z),
¢(Z) primitiv rekursive Funktionen sodass b(Z,z) > z fiir alle (Z,z). Be-
weisen Sie, dass f(Z, z) definiert durch f(z,0) = ¢(z) und
f(Z,z+1)=
= uy[(y < b(@, f(2,2)) N R(T, f(2,2),y)) V y=bz, f(%,2))]
primitiv rekursiv ist.
SchlieBen Sie daraus, dass auch die Funktion fi(z,0) = ¢(z),

fl(i’,Z‘Fl) =
= Ny[(fl(jaz) <y < b(fvfl(jaz)) N R(jvfl(j’ Z)vy)) Viy= b(ja fl(i‘>z) ]

primitiv rekursiv ist.
Finden Sie b, ¢ sodass f1(Z,z) = (z + 1)-te Primzahl fiir alle 7, 2.

Aufgabe 3. Sei S C N? rekursiv. Beschreiben Sie eine Maschine, die bei
der Eingabe |* stoppt gdw. es ein y mit (x,y) € S gibt.

Aufgabe 4. Beweisen Sie, dass die folgende Menge nicht rekursiv ist:
{(m,n) € N? : existiert Maschine M sodass m = "M und M bei |* halt }.



Ubungsblatt 9. 27.05.2015

Aufgabe 1. Zeigen Sie, dass die Relation {(z,y) € N? : z teilt y} und die
Funktion p(z) = x-te Primzahl primitiv rekursiv sind.

Aufgabe 2. Beweisen Sie: Wenn f eine rekursive Bijektion von N — N ist,
so ist auch f~! rekursiv.

n € N kodiert die Menge set(n) := {my,...,m} fir die m; die Potenzen
von 2 sind, die in der Binardarstellung von n vorkommen. In diesem Fall
schreiben wir auch, dass n = code({my, ..., m,}).

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass N : N2 — N, (n,m) — code(set(n) N set(m))
primitiv rekursiv ist.



ZWISCHENTEST. UBUNGEN zZU “GRUNDBEGRIFFE DER 10 05 2015
MATHEMATISCHEN LOGIK”. SS2015 v ' )

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt!
Name, Vorname:

Bitte antworten Sie mit W (wahr) oder F (falsch). Eine richtige Antwort
gibt 2 Punkte, eine falsche 0 Punkte.

Fragen.
Sei h : N3 — N primitiv rekursiv und f : N — N gegeben durch f(0) =

f(1) = f(2) = 2015 und f(n + 3) = h(f(n), f(n + 1), f(n + 2)) fiir alle

n € N. Dann ist f primitiv rekursiv.

Seiein f, g : N — N nicht rekursiv. Dann ist f + g nicht rekursiv.

Seiein f,g : N — N nicht rekursiv. Dann ist f o g (Hintereinander-
ausfithrung) nicht rekursiv.

Sei f: N — N nicht rekursiv und sei g : N — N rekursiv. Dann ist fog
(Hintereinanderausfithrung) nicht rekursiv.

Sei f: N — N nicht rekursiv und sei g : N — N rekursiv. Dann ist f +g
(Hinbereinanderausfithrung) nicht rekursiv.

Es gibt eine endliche Sprache L und einen L-Satz v, so dass 1 ein un-
endliches Modell aber kein abzahlbar unendliches Modell hat.

Sei L eine endliche Sprache, T eine L-Theorie und % ein L-Satz. Dann
gilt T+ 1) genau dann, wenn jedes abzéhlbar unendliche Modell von 7" auch
ein Modell von v ist.

Es gibt eine Sprache L und eine L-Theorie T', so dass T ein unendliches
Modell aber kein iiberabzéhlbares Modell hat.

Es gibt eine Sprache L und eine L-Theorie T', so dass T" ein unendliches
Modell aber kein abzahlbar unendliches Modell hat.

DOGGE

Sei & der unten angegebene Graph. &

g’a

o €
OF{ir eine beliebige Sprache L nennen wir eine L-Struktur 2 unendlich / abzéhlbar/
usw., wenn die Grundmenge A von U so ist.
020.05.2015
1



Es gilt & E v, wobei ¢, = Vr,y((-~z = y A =Ezy) — 3z,t(-z
t AN Exz N\ Eyz N\ Ext \ Eyt)).

Es gilt & E 1, wobei 1y = Jz,y, 2,t(Ezy A Eyz A Ezt A ~Et).
Es gilt & E 13 wobei 13 = Vz,y(~z =y = Vz(Ezxz V Eyz)).

Es gilt & E ¢, wobei ¢, = ((VzEzy A 3zEz2t) — Eyt) = (VzEzy —
(3zE2t — Eyt)).

1 is allgemeingiiltig.

14 ist eine Tautologie.

Y
3
1% 2

Richtiy. i- m‘
@?:fa Wl% Wwo &"ée g( - f@%&m f\jg g;ﬁ
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Aufgabe 1. Konstruieren Sie eine Registermaschine, die die Funktion f(z,y) =
x + 1y berechnet. Zeichnen Sie das Flufidiagramm dieser Maschine.

Aufgabe 2. Beschreiben Sie durch Fluldiagramme Registermaschinen, die
Funktionen g¢(z,y) = z -y und h(x,y) = a¥ berechnen. Sie diirfen die
Maschine aus Aufgabe 1 benutzen.

Aufgabe 3. Konstruieren Sie eine Registermaschine, die die Funktion f(z,y) =
|z — y| berechnet. Zeichnen Sie das Flufidiagramm dieser Maschine.

Aufgabe 4. Seien M; und M, Registermaschinen, die Funktionen f(x)
und ¢(y) berechnen. Konstruieren Sie eine Registermaschine, die die Hin-
tereinanderausfithrung ¢(f(z)) berechnet.

Da wir etwas zu wenig Zeit am vorigen Mittwoch dafiir hatten, habe
ich mich entschieden, die Losung von Aufgabe 2 aus dem Ubungsblatt 7 zu
schreiben.

Sei T' eine Theorie, die die Klasse K aller Korper mit Charakteristik
# 0 axiomatisiert (d.h., K = Mod(T)). Wir kénnen annehmen, dass 7'
auch die Axiome AzKor von Korpern enthélt (wenn nicht, nehmen wir
T U AzKor statt T'). Wir werden zeigen, dass T' unbedingt ein Modell mit
Charakteristik 0 hat, was zu einem Widerspruch fiihrt.

Fiir alle n € N definieren wir ¢,, als

“(14+---+1=0).
—_——
n-mal
Sei Ty D AxzKor eine endliche Teilmenge von T. Als K durch T axioma-
tisiert ist und Korper mit beliebig grosser Charakteristik n € N enthalt, ist
To U{e1,...,px} fir alle £ € N in einer Struktur aus K erfiillbar. Nach

dem Kompaktheitssatz, gibt es eine Struktur 2, die TU{py : k € N} erfiillt.
Dann ist 2 ein Korper in K mit Charakteristik 0, ein Widerspruch.



Ubungsblatt 7. 6.05.2015

Sei L eine Sprache. Fiir eine L-Theorie T sei
Modp(T) = {2 : A ist eine L-Struktur mit A F 7'}

die Modellklasse von T' beziiglich L. Eine Klasse K von L-Strukturen heif3t
aziomatisierbar, wenn es eine Theorie T' gibt, so dass K = Mod (7).

Aufgabe 1. Beweisen Sie, dass die Klasse aller endlichen linearen Ordnun-
gen nicht axiomatisierbar ist.

Aufgabe 2. Sei K die Klasse aller Korper, die eine (beliebige) endliche
Charakteristik haben. Beweisen Sie, dass K nicht axiomatisierbar ist.

Aufgabe 3. Beweisen Sie, dass wenn ein Satz v in allen unendlichen Grup-
pen wahr ist, gibt es eine natiirliche Zahl n, sodass 1 auch in allen endlichen
Gruppen wahr ist, die mehr als n Elemente haben.

Der Kompaktheitssatz der Aussagenlogik besagt: eine Menge T von aus-
sagenlogischen Formeln ist genau dann erfillbar, wenn jede endliche Teil-
menge von T erfullbar ist.

Sei G = (F, K) ein Graph und n € N. Eine n-Fdrbung von G ist eine
Abbildung f : E — {0,...,n — 1} mit der Eigenschaft f(ey) # f(e1) fiir
alle (eg,e1) € K.

Aufgabe 4. Zeigen Sie, dass G genau dann n-farbbar ist, wenn jeder
endliche Teilgraph von G n-farbbar ist.



Ubungsblatt 6. 29.04.2015

Sei T" eine L-Theorie und ¢ eine L-Formel. ¢ is T-beweisbar, T 1, ,
wenn es n,...¢, € T gibt fiir die (1 A --- A t,) — ¢ beweisbar ist.
Ein T-Beweis von ¢ ist eine endliche Folge von Formeln ¢y, ..., ¢,, wobei
v, = @ und fiir alle ¢ < n ist ; eine Tautologie, ein Gleichheitsaxiom, ein
F-Quantorenaxiom, ein Element von T, oder sich mithilfe der MP-Regel
bzw. der 3-Einfithrung aus ¢;, ¢ fiir irgendwelche j, k < i ergibt.

Aufgabe 1. Zeigen Sie ohne Verwendung vom Vollstandigkeitssatz, dass
Tt ¢ < TU{-p} inkonsistent ist < es einen T-Beweis von ¢ gibt.

Zwei L-Strukturen 2 und B heiflen elementar aquivalent, A = B |, wenn
in ihnen die gleichen L-Aussagen gelten.

Eine L-Struktur 2 heifit endlich wenn A endlich ist, wobei A die Grund-
menge von 2 ist.

Aufgabe 2. Sei L eine Sprache und seien 2[; und 25 elementar aquivalente
L-Strukturen. Beweisen Sie, dass 2(; endlich ist gdw. %Iy ist endlich, und
dann |A;| = |Ay| (4; ist die Grundmenge von 2L;).

Aufgabe 3. Finden Sie eine endliche Sprache L und eine L-Aussage ¢
sodass T := {p} konsistent ist aber kein endliches Modell hat.

Aufgabe 4. Sei T eine konsistente deduktiv abgeschlossen Theorie. Zeigen
Sie, dass T' vollstandig ist gdw. alle Modelle von T elementar aquivalent
sind.



Ubungsblatt 5. 22.04.2015

Aufgabe 1. Sei L = {P, R} eine Sprache, wobei P (bzw. R) ein 1- (bzw.
2-)stelliges Relationszeichen ist. Welche von diesen Formeln sind erfiillbar?
Allgemeingiiltig? Begriinden Sie Thre Antwort.

(1) uoTv1(P(vo) A P(v1));

( ) ElvOVvl( (UO,U0> A _|R(’U0, Ul))

(3) Elvovle(UQ, Ul) — VlelvoR(vo, Ul)
(4) \V/’Ulzlv()R(Uo, Ul) — El’U()V’UlR(U(), Ul)
(5) (Uo) — \V/1)1P<U1)

Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass die folgenden Formeln beweisbar® sind:

(1) Yug(p A ) = (Yugp A Yugth);

(2) (Buop V Fvge) = Jug(ep V )

(3) Fuo(p = ¥) = (Voo — Juot)).
Wenn notig, verwenden Sie auch V-Quantorenaxiome und V-Einfiihrung
(Lemma 4.1 im Zieglers Buch).

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass eine L-Formel beweisbar ist gdw. sie einen
L-Beweis hat.

Aufgabe 4. Sei p(vy,...,v,) eine L-Formel und ¢, ..., ¢, eine Folge von
paarweise verschiedenen Konstantenzeichen aus L, die in ¢ (v, .. ., v,) nicht
vorkommen. Beweisen Sie, dass

Frop(er, ... ) <= Frp (v, ..., 0)

3Es ist 1.A. schwierig, Formeln zu beweisen. Es gibt ein Beispiel auf der 17. Seite
von http://home.mathematik.uni-freiburg.de/ziegler /skripte/logik.pdf, das hilfreich sein
konnte.



Ubungsblatt 4. 15.04.2015

Aufgabe 1. Zeigen Sie, dass in 3-Einfilhrung auf die Voraussetzung “x
nicht frei in ¢” nicht verzichtet werden darf. D.h., geben Sie eine Sprache L
und zwei Formeln ¢, ¢ an, so dass ¢ — ¢ allgemeingiiltig ist, und Jdzyp — ¥
nicht.

Aufgabe 2. Beweisen Sie, dass

(L1 Ao Apn) =) = (o1 = (2 = (- (o = 9) )
eine Tautologie ist.

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass sich jede Funktion F' : {0,1}" — {0, 1} durch
eine aussagenlogische Formel a(py,...,p,) darstellen 1a8t, also dass

FB(p1),---,B(pn)) =1 iff fFalpr,...,pn)
fiir alle Belegungen S.

Eine L-Theorie ist eine Menge von T-Aussagen. Sei T eine L-Theorie
und ¢ eine L-Aussage. Dann folgt ¢ logisch aus T, T E ¢, wenn ¢ in allen
Modellen gilt, in denen alle Aussagen ¢ € T gelten. ¢ F 1) bedeutet einfach

{e} E .

Aufgabe 4. Seien ¢ und 1) L-Formeln. Beweisen Sie, dass

(1) Jv(p A) E Jup A Juy;

(2) Yvp V Yoy EYu(p V),

(3) Jvp — Yoy E Vo(p — ).
Zeigen Sie, dass die Umkehrung im Allgemeinen nicht gilt (die Umkehrung
von £ E (st CE&).



Ubungsblatt 3. 25.03.2015

~Y

Aufgabe 1. Beweisen Sie, dass 2 eine Aquivalenzrelation auf der Klasse
aller L-Strukturen ist. Zeigen Sie auch, dass die Menge der Automorphis-
men einer L-Struktur 2 zusammen mit der Hintereinanderausfiithrung o eine
Gruppe bildet.

Eine positive L-Formel ist ein Wort, das nach den folgenden Regeln
gebildet ist:
e Jede Primformel ist positiv;
e Wenn ¢ und ¢ positiv sind, dann sind auch (¢ V ), (¢ A ), Jv;p,
und Yv;p positiv.
Wenn wir im zweiten Teil der obigen Definition auf Vv;¢ (bzw. Ju;p)
verzichten, dann bekommen wir die Definition der existenziell positiven
(bzw. universell positiven) Formeln.

Aufgabe 2. Sei h ein Homomorphismus von 2 nach 5. Dann gilt fiir jede
existenziell positive L-Formel ) und jede Belegung 3 in 2:

AE P[P = B EYhopm].

Aufgabe 3. Sei h ein surjektiver Homomorphismus von 2 nach 8. Dann
gilt fiir jede positive L-Formel ¢ und jede Belegung ( in 2A:

AEP[B] = B EYlho .

Sei 2l und B L-Strukturen. B ist eine Unterstruktur von 2, wenn B C A,
21 B™ = f® fiir jedes n-stelliges Funktionszeichen f € L, R* N B® = R®
fiir jedes n-stelliges Relationszeichen R € L, und ¢® = ¢® fiir jede Konstante
ce L.

Aufgabe 4. Sei 2 eine L-Struktur und () # B C A. Zeigen Sie: die
kleinste Unterstruktur von 2A, deren Grundmenge B enthélt, besteht aus
allen t*[sq, ..., s,], wobei s, ...,s, € B und t(vo,...,v,) ein L-Term ist.



Ubungsblatt 2. 18.03.2015

Aufgabe 1. Sei Lg = {e,o, ~'} die Gruppen-Sprache, wobei e ein Kon-
stantenzeichen, o ein zweistelliges Funktionszeichen, und ~! ein einstelliges
Funktionszeichen ist. Schreiben Sie eine Lg-Formel® ¢, sodass fiir jede Lg-
Struktur A gilt: fiir alle Belegungen 8 in 2, A E ¢[5] genau dann wenn
diese Struktur

(1) eine Gruppe,

(2) eine kommutative Gruppe,

(3) eine Gruppe mit 3 Elementen

ist.

Aufgabe 2. Sei Lg, = {E} die Graphen-Sprache und 2l der unten angegebene
Graph. Finden Sie Belegungen 3, sodass 20 E ¢[3] und 2 ¥ ¢[y], wobei
Y = Fydz((Exy A Exz) AN —=Eyz). Beweisen Sie, dass ein Graph B, fiir den
B E [f] fir alle Belegungen gilt, mindestens 4 Elemente enthalten muss.

8

Aufgabe 3. Definieren Sie eine Sprache L, fiir die alle folgenden Worter
L-Terme wéaren, wenn es so eine iiberhaupt gibt:
(1) foovrd
(2) ' fhivihavaoisa bus
(3) hiQus
(4) hovofuouel

Aufgabe 4. Sei L eine Sprache. Beweisen Sie, dass kein L-Term ein echtes
Anfangssegment eines anderen L-Termes ist.

1Schreiben Sie diese Formeln einmal ganz formell, und dann noch auf eine “iibliche”
Art und Weise, d.h., (z o y) statt ozy usw..
1



Ubungsblatt 1. 11.03.2015

Aufgabe 1. Stellen Sie fest?, welche von den folgenden Zeichenketten Formeln
sind:

(1) (e AY) A (=0));
(2) (e A A—D);
(3) (p A (A =0);
(4) (P A (= AD))

Aufgabe 2. (1) Beweisen Sie durch Induktion iiber den Aufbau einer
Formel ¢, dass die Anzahlen der Vorkommen der Zeichen “(” und
“)” in ¢ gleich sind.
(2) Beweisen Sie durch Induktion iiber den Aufbau der Formeln, dass
in einer Formel keine zwei Variablen nebeneinander stehen konnen.

Aufgabe 3. Sei § eine Belegung mit §(X,,) = 1 genau dann, wenn n eine
gerade Zahl ist. Bestimmen Sie, ob 5 F ¢, wobei ¢ is
(1) (_‘(ﬁX2014 Vv X2015) — _‘X2016> — (X2014 — (_‘X2015 — _‘X2016))§
(2) (Xo = (X1 V X10));
(3) <<_‘X15 /\ X16) \/ <_'X16 /\ X17>>.

Aufgabe 4. Joanna isst nur Pizzas mit Salami oder Schinken, Peter will
unbedingt Schinken oder Pilze, Anna kann nicht Salami, Paradeiser, und
Pilze gleichzeitig vertragen, und Stefan will nicht Schinken zusammen mit
Paradeiser essen. Gibt es eine Pizza, die fiir alle passt? Wenn ja, dann muss
solche Pizza unbedingt entweder Salami oder Paradeiser enthalten?

KURT GODEL RESEARCH CENTER FOR MATHEMATICAL LOGIC, UNIVERSITY OF
VIENNA, WAHRINGER STRASSE 25, A-1090 WIEN, AUSTRIA.

E-mail address: 1zdomskyQgmail.com

URL: http://www.logic.univie.ac.at/"1zdomsky/

“In diesem ﬂbungsblatt soll die Definition der Formel ganz exakt verwendet werden.
Nachher werden wir diese etwas lockern, besonders was die Verwendung von Klammern
angeht.



